
Ibland kan vi se ett mönster i en följd av siffror eller tal. 
Är mönstret en slump eller inte? Vi kanske kan beskriva 
mönstret med en formel och visa att den gäller för några 
olika exempel. Kan vi då vara säkra på att formeln alltid 
gäller? Svaret är nej. Här krävs ett matematiskt bevis!

•	 Bevismetoder, inklusive motsägelsebevis 
och induktionsbevis.

•	 Kongruens hos hela tal och metoder för 
kongruensräkning.

•	 Begreppet rekursion och rekursiva talfölj-
der.

•	 Problemlösning som omfattar begrepp och 
metoder i kursen.

•	 Matematiska problem med anknytning till 
matematikens kulturhistoria.

Kapitlet både börjar och slutar med bevis 
och olika bevismetoder.

Dessa får du använda i den talteori som  
kapitlet innehåller. Du får lära dig mycket 
om de positiva heltalen och deras egenska-
per, om hur talen kan delas upp i faktorer, 
om de rester som talen ger vid division och 
om hur talen kan skrivas i olika talsystem. 

Du får också lära dig om olika typer av 
formler som används för att beskriva  
talföljder.

Centralt innehåll Med andra ord

8	
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Inledande aktivitet

HITTAR DU MÖNSTRET?

1	 Talet 6 delas av de positiva heltalen  
1, 2, 3 och 6.

Ange alla positiva heltal som delar

a)	8		  b)	11		 c)	 12		 d)	30

2	 Sant eller falskt?

Påstående P:  Alla tal som är delbara med  
3 och 4 är också delbara med 12.

Påstående Q:  Alla tal som är delbara med  
2 och 6 är också delbara med 12.

3	 Följande tal är givna

A 521                B 2 013            C 1 038

D 110 007        E 12 345         F 7 226

G 2 157             H 1 532           I 222

a)	521 har siffersumman 5 + 2 + 1 = 8 
	 Beräkna siffersumman för övriga tal.

b)	�Kontrollera med digitalt verktyg vilka av 
talen som är delbara med 3.

	� Ser du något samband mellan delbarhet 
med 3 och siffersumman?

	 9

BEVIS OCH TALTEORI



10	 Bevis och talteori

	 1.1	 Matematiska bevis
Definition, sats och bevis

	 bevis	 Att genomföra ett matematiskt bevis innebär att presentera  
en övertygande argumentation för att ett matematiskt resultat  
eller påstående ska accepteras som sant. Det gör man genom  
en följd av logiska resonemang utifrån olika förutsättningar,  
som till exempel definitioner och redan bevisade påståenden.

	 påstående	 Ett matematiskt påstående kan vara sant eller falskt. Det kan t.ex.  
vara ett påstående om egenskaper som följer av en definition  
eller om en ekvations lösning.
Några påståenden:
◗  Ekvationen (2x – 5)(4x + 3) = 0 saknar heltalslösning. 
◗  Talet 21 är delbart med 7. 
◗  Siffran 5 har samma värde i talen 15 och 52.
Kommentar: 
Det första påståendet är sant. Lösningen är x1 = 2,5  och  x2 = – 3

4
Det andra påståendet är sant eftersom 21 = 3 ∙ 7.
Det tredje påståendet är falskt. Värdet på siffran 5 är 5 respektive 50.

	 definition	 En definition av ett matematiskt begrepp, objekt eller en idé  
är en precis beskrivning av begreppet/objektet/idén. 

Exempel på definitioner är:
◗  En lösning till en ekvation  p(x) = 0  är ett tal  x = a  sådant att  

p(a) = 0.
◗  Heltalet  a  är delbart med heltalet d om det finns ett heltal  k  

sådant att  a = kd.
◗  Ett positionssystem är ett talsystem där en siffras värde  

beror av dess plats i representationen av ett tal.
◗  En triangel är en månghörning med tre hörn.
En definition är inte ett påstående och går därmed inte att bevisa.

	 axiom	 Grundläggande påståenden som accepteras utan bevis kallas axiom.
Exempel på axiom är ”Om  a = b  så är  b = a.”  och  ”Om  a = c  
och  b = c  så är  a = b.”

	 sats	 En sats i en matematisk teori är ett viktigt påstående som har bevisats  
med hjälp av definitioner, axiom och redan bevisade satser.
Exempel på matematiska satser är Pythagoras sats och sinussatsen.

Vi visar på nästa sida två exempel. I det första bevisar vi att  
ett påstående stämmer, i det andra visar vi att ett påstående är falskt.
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	 Exempel 1	 Påstående:
Det finns positiva heltal  a  och  b  sådana att  2ab = a2

Vi ska bevisa att det finns sådana heltal. 
Det räcker som bevis att hitta ett enda exempel.
Bevis:
Eftersom  2ab är jämnt väljer vi ett värde på  a   
som ger en jämn kvadrat. 
Vi väljer  a = 6 som insatt i ekvationen  2ab = a2 ger 
2 ∙ 6 ∙ b = 36 
b = 3
Vi har funnit två positiva heltal  a = 6  och  b = 3   
sådana att 2ab = a2

Därmed har vi bevisat påståendet.
V.S.B.

	 Exempel 2	 Påstående:
Om sin v  är rationellt så är även sin v

2
 rationellt.

Ett rationellt tal kan skrivas  a/b, där  a  och  b  är heltal  
och  b ≠ 0.
Vi misstänker att påståendet är falskt.

	 motbevisa	 För att motbevisa ett påstående som säger att något alltid  
ska gälla räcker det att hitta ett motexempel, dvs. ett enda  
exempel för vilket påståendet är falskt.

Motbevis:
Vi väljer  v = 90°. Då är  sin v = sin 90° = 1  vilket är  
ett rationellt tal.

sin v
2

 = sin 45° = 1
2

  vilket inte är ett rationellt tal.

Påståendet är alltså falskt.

	 1101	 Bevisa följande påstående:

Om basen i en rektangel ökar med 10 % och höjden minskar med 10 %   
så minskar arean.

Bevis:

Anta att den ursprungliga rektangeln har basen  b  och  höjden  h. 
Arean  A1 = bh

Efter ändringarna har rektangeln  basen 1,1b  och  höjden  0,9h. 
Arean  A2 = 1,1b ∙ 0,9h = 0,99bh  som är mindre än arean  A1 = bh

V.S.B.

motexempel
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	 1102	 Bevisa att

(a – b)3 = a3 – 3a2b + 3ab2 – b3  

Vi vill visa att  VL = (a – b)3  är lika med  HL = a3 – 3a2b + 3ab2 – b3  

VL = (a – b)3 = (a – b)(a – b)2 =   

      = (a – b)(a2 – 2ab + b2  ) =  

      = a ∙ a2 – a ∙ 2ab + a ∙ b2 – b ∙ a2 + b ∙ 2ab – b ∙ b2 = 

      = a3 – 3a2b + 3ab2 – b3 = HL

V.S.B.

Kvadreringsregeln

Parentesmultiplikation

1

1103	 Bevisa följande påståenden  A–D.

A	 Talet 42 är delbart med 14.

B	 Ekvationen 6x – 20 = x  har roten  x = 4.

C	� Om sidorna i en rektangel fördubblas,  
blir arean fyra gånger så stor.

D	� Det finns heltal  a, b  och  c  sådana att  
a2 + b2 = c2 

1104	 Avgör av följande alternativ A–E är

◗  ett sant påstående

◗  ett falskt påstående

◗  inget påstående.

A	 Alla jämna tal är delbara med 2.

B	 2x(x – 7)

C	 (1 + a)2 ≥ 0 för alla reella  a.

D	 Produkten av 8 och 9 är 64.

E	� Det finns heltal  a  och  b  (a, b ≠ 0) 
sådana att summan  a + b  är större än 
produkten  ab.

1105	 Visa med ett motexempel att följande 
påstående är falskt:

”Summan av fyra olika heltal är alltid 
delbar med 2.”

1106	 Vad är en rektangel? Skriv en definition.

1107	 Definition: 
Ett primtal är ett positivt heltal större än 1 
som enbart är delbart med 1 och sig självt.

Visa med ett motexempel att påståendet 
”Talet 51 är ett primtal.” är falskt.

1108	 Bevisa följande påståenden A–C.

A	 (a + b)2 = a2 + 2ab + b2

B	 (a + b)(a – b) = a2 – b2

C	 Om  x = 2  så är  x4 < x3 + 5x

2

1109	 Bevisa eller motbevisa påståendena  
A och B.

A	� Om den ena faktorn i en produkt 
ökar med 20 % och den andra faktorn 
minskar med 20 % så ökar produkten 
med 4 %.

B	� Om täljaren ökar med 20 % och 
nämnaren minskar med 20 %  
så ökar kvoten med 50 %.

1110	 Definition:  
Ett kvadrattal är ett tal som är  
kvadraten på ett heltal.

Bevisa att det finns tvåsiffriga heltal, x, 
sådana att 4x + 12 är ett kvadrattal.



Direkta bevis
Vi har i kurs 1–4 presenterat ett stort antal matematiska satser.  
Vissa satser har vi endast motiverat och troliggjort med hjälp av  
exempel, andra har vi motiverat med bevis.

	 direkt bevis	 En vanlig form av bevis är ett direkt bevis. Om vi vill bevisa  
ett påstående med ett direkt bevis startar vi med en eller flera  
utgångspunkter. Via ett logiskt resonemang, i ett eller flera steg,  
kommer vi fram till en slutsats om påståendet.

	 Exempel 1	 Visa att n3 – n är jämnt om  n  är ett positivt heltal större än 1.
n3 – n = n(n2 – 1) = n(n + 1)(n – 1) 

Eftersom minst ett av talen i följden  n – 1, n , n + 1  är jämnt måste  
n3 – n = n(n + 1)(n – 1) vara delbart med 2 och därmed ett jämnt tal.
V.S.B.

När vi som i Exempel 1 säger att ett påstående är sant för flera olika  
värden måste det vara sant för alla dessa värden för att hela påståendet  
ska vara sant. För att visa att ett sådant påstående är falskt räcker det dock  
att vi hittar ett enda motexempel, alltså ett exempel där påståendet inte  
stämmer. Se Exempel 2 i föregående avsnitt.

Implikation och ekvivalens

Ett påstående kan innehålla de logiska symbolerna ⇒,  ⇐  och  ⇔.  
Vi repeterar dem här.
Den enkelriktade pilen, ⇒  eller  ⇐, är en implikationspil.
 P ⇒ Q utläses ”P medför Q”  eller  ”Om  P gäller, så gäller även Q”.

	 ekvivalenspil	 Den dubbelriktade pilen, ⇔, är en ekvivalenspil.
 P  ⇔  Q utläses ”P är ekvivalent med Q”  eller  ”P om och endast om Q”.

En ekvivalens innebär att  P  ⇒  Q  och  P  ⇐  Q, dvs.
”P medför Q  och  Q medför P.”

	 Exempel 2	 Är påståendet  x = 3  ⇔  x2 – 3x = 0 sant eller falskt?
Vi noterar att ekvationen  x2 – 3x = 0  kan skrivas  x(x – 3) = 0.
 x2 – 3x = 0 har två rötter  x = 0  och  x = 3.

1.	Gäller implikationen  x = 3  ⇒  x2 – 3x = 0?  
Svaret är ja eftersom om  x = 3, så gäller  x2 – 3x = 0.

2.	Gäller implikationen  x = 3  ⇐  x2 – 3x = 0? 
Svaret är nej eftersom en av ekvationens rötter är  x = 0  
och då har vi ett motexempel till påståendet  x = 3.

Implikationen från höger till vänster  ⇐  är alltså falsk. Det innebär  
att påståendet  x = 3  ⇔  x2 – 3x = 0 är falskt.

Följande gäller:
x = 3  ⇒  x2 – 3x    (implikation)
x = 0  eller  x = 3  ⇔  x2 – 3x = 0    (ekvivalens)

	implikationspil
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	 1111	 Följande påståenden är ekvivalenser eller implikationer.

Placera rätt pil,  ⇒,  ⇐  eller  ⇔  i rutan. Motivera ditt svar. 

a)	 x = 4    x2 = 16		 b)	 2x + 3 = 9    x = 3

a)	 x = 4 ⇒ x2 = 16

	� Motivering: 
x = 4  medför att  x2 = 16 men omvändningen gäller inte.  
En av ekvationens rötter är  x = –4 och är ett motexempel.

b)	 2x + 3 = 9  ⇔  x = 3

	� Motivering: 
2x + 3 = 9  medför att  x = 3  och omvändningen gäller också  
eftersom ekvationen  2x + 3 = 9 har en enda rot  x = 3. 

	 1112	 Bevisa följande påstående: 
Om x1 och x2 är rötter till ekvationen  x2 + px + q = 0  
så är  p = –(x1 + x2)   och  q = x1 x2.

Bevis: 
Att  x1  och  x2  är rötter till ekvationen  x2 + px + q = 0  betyder,  
enligt faktorsatsen, att vi kan skriva ekvationens vänstra led som  
 x2 + px + q = (x – x1 )(x – x2 ).
Vi utvecklar HL 
(x – x1)(x – x2) = x2 – x1x – x2 x + x1 x2 = x2 – (x1 + x2)x + x1 x2

x2 – (x1 + x2)x + x1 x2 = x2 + px + q 
p = –(x1 + x2)  och  q = x1 x2

V.S.B.

	 1113	 Påstående: Produkten av ett jämnt tal och ett udda tal är ett jämnt tal. 

a)	 Bevisa påståendet med ett direkt bevis.
b)	 Gäller omvändning till påståendet?

a)	� Bevis: 
Ett jämnt tal kan skrivas  2m, där m är ett heltal. 
Ett udda tal kan skrivas  2n + 1, där  n  är heltal. 
Produkten 2m ∙ (2n + 1) är ett jämnt tal eftersom det innehåller faktorn 2.

	 V.S.B.

b)	� Omvändningen till påståendet är: 
Om produkten av två tal är jämn, så är en faktor jämn och en udda.

	 För att visa att detta inte gäller räcker det att hitta ett motexempel,  
	 t.ex. 8 = 2 ∙ 4.

	 Nej, omvändningen till påståendet gäller inte. Vi har inte en ekvivalens.
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1119	 Triangeltalen är  1, 3, 6, 10, 15, …

Kvadrattalen är 1, 4, 9, 16, 25, …

a)	� Skriv ett uttryck för det  n:te triangel-
talet och ett för det  n:te kvadrattalet.

b)	�Bilda summan av två på varandra 
följande triangeltal. Formulera en slutsats.

c)	 Bevisa din slutsats.

1120	 Pythagoras sats lyder:

”Om en triangel är rätvinklig så är 
summan av kateternas kvadrater, a2 + b2, 
lika med hypotenusan i kvadrat, c2.”

Låt  A  vara den räta vinkeln och ta hjälp  
av cosinussatsen

a2 = b2 + c2 – 2bc cos A

för att bevisa

a)	Pythagoras sats

b)	omvändningen till Pythagoras sats.

1121	 Bevisa att två på varandra följande jämna 
tal har en produkt som är delbar med 8.

3

1122	 Lili påstår att  n2 + 7n + 12 är ett jämnt tal 
för alla heltal  n.

Bevisa att hon har rätt eller visa med ett 
motexempel att hon har fel.

1123	 Bevisa att  n3 – n  är delbart med 3  
för alla heltal n ≥ 0.

1 6 103

1 9 164

1

1114	 Följande påståenden är ekvivalenser eller 
implikationer. 

Placera rätt pil,  ⇒,  ⇐  eller  ⇔  i rutan. 
Motivera ditt svar. 

a)	� Kim bor i Malmö      Kim bor i Sverige.

b)	�Triangeln är likbent 	 	     
Triangelns vinklar är lika stora.

c)	 x – 1 = 9	 	   8 – 2x = x – 7

d)	x > 0			  	   x2 > 0

e)	 n är udda	 	  n = 2k + 1, k heltal

f)	 y = x + 2	 	   y ¢ = 1

g)	lg x = 2		  	   x = 100

1115	 P:  3x + 7 = x + 1 
Q:  x = –3

a)	Visa att  P  ⇒  Q

b)	Visa att  Q  ⇒  P

c)	� Gäller ekvivalensen  P  ⇔  Q?

1116	 Om  n  är ett heltal så är 2n jämnt och  
2n + 1 udda.

Bevisa att 

a)	� summan av ett udda tal och ett jämnt tal 
är udda

b)	produkten av två udda heltal är udda.

1117	 Bevisa följande påstående eller presentera 
ett motexempel:

a)	� Kvadraten på ett jämnt tal är delbar  
med 4.

b)	Kvoten av två jämna heltal är jämnt.

1118	 Visa att sin (A + B) = 1

A B

C
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	 1.2	 Talteori I
Delbarhet och primtal 

	 talteori	 Talteori kallas det område inom matematiken som handlar om  
de hela talens egenskaper.

	 heltal, Z	 De hela talen ℤ = {…, –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3, …} delas in i  
jämna tal och udda tal. 

	 jämna tal	 De jämna talen t.ex. 18, 0 och –6 kan alla skrivas 2n, där n är ett heltal.  
Att  n tillhör heltalen kan kortfattat skrivas  n ∈ ℤ.

	 udda tal	 De udda talen t.ex. 7, 1 och –15 kan alla skrivas 2n + 1, där n ∈ ℤ.
	 delbarhet	 Ett viktigt begrepp inom talteori är delbarhet.

Talet 39 är delbart med 13 eftersom 39 = 3 ∙ 13. 
Detta skrivs även
”13 är en faktor i 39”,  ”39 är en multipel av 13”  eller   
”13 är en delare till 39”.

	 delare	 Heltalet b är en delare i heltalet a om a = n ∙ b, n ∈ ℤ.  
Att b delar a kan kortfattat skrivas  b|a, t.ex. 13|39.
Att b inte delar a kan kortfattat skrivas b∤a, t.ex. 13∤40.

De positiva heltalen ℤ+ = {1, 2, 3, 4,…} delas in i primtal  
och sammansatta tal samt talet 1.

	 primtal	 Ett primtal är ett positivt heltal större än 1 som är delbart  
bara med 1 och sig självt. Talet 1 räknas inte som ett primtal. 

De åtta minsta primtalen är 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 och 19.

Redan Euklides, som levde för mer än 2 000 år sedan, visade  
i ett bevis att det finns oändligt många primtal. Det tiosiffriga  
primtalet 2 147 483 647 upptäcktes av matematikern Leonard Euler  
i slutet av 1700-talet. Euler fann talet genom att beräkna  
231 – 1 för hand.
Dagens matematiker jagar allt större primtal med hjälp av datorer. 
Det största primtalet man har funnit (år 2023) har mer än  
20 miljoner siffror!

Primtal används inom bland annat it-säkerhet för att kryptera  
känsliga uppgifter. Krypteringen sker med ett mycket stort tal  
som är en produkt av två primtal. Även med dagens datorer  
är det tidsmässigt omöjligt att identifiera talet och knäcka koden.

positiva heltal, 
Z+
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	 Exempel 1	 Vilka primtal p finns i intervallet  60 ≤ p < 79?
Vi listar först heltalen i intervallet och prövar sedan  
för delbarhet med 2, 3, 5 och 7.

60   61   62   63   64   65   66   67   68   69  70   71   72   73   74   75   76   77   78  

• Alla jämna tal kan strykas. De är delbara med 2.
• Alla tal som slutar på 0 och 5 kan strykas. De är delbara med 5.
60   61   62   63   64   65   66   67   68   69  70   71   72   73   74   75   76   77   78  

• Talet 60 och var tredje tal, 63, 66, 69 osv. kan strykas. De är delbara med 3.
• Talen 63, 70 och 77 kan strykas. De är delbara med 7.
60   61   62   63   64   65   66   67   68   69  70   71   72   73   74   75   76   77   78  

De tal som är kvar, 61, 67, 71 och 73 är primtalen i det givna intervallet.

Ett sammansatt tal är ett positivt heltal större än 1 som inte är ett primtal.
Ett sammansatt tal kan skrivas som en produkt av primtal på ett enda sätt,  
bortsett från faktorernas ordning. Primtal kan skrivas som en produkt  
av primtal med en enda faktor (primtalet självt). 
Detta kan formuleras i en sats som kallas aritmetikens fundamentalsats.

Varje heltal större än 1 kan skrivas som en produkt  
av primtal på ett enda sätt (ordningen kan skiftas).

Några exempel:
40 = 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 5        1 254 = 2 ∙ 3 ∙ 11 ∙ 19        89 = 89

	 Exempel 2	 Ett heltal är alltid delbart med primtalsfaktorerna och deras produkter.

Vilka tal, förutom 1 och 18, är delare till 18?

Vi börjar med att primtalsfaktorisera: 18 = 2 ∙ 3 ∙ 3

Vi kan även skriva 18 = 6 ∙ 3  och  18 = 2 ∙ 9.

Delarna till 18 är primtalsfaktorerna och produkter av dessa,  
dvs. 2, 3, 6 och 9.

	 1201	 Visa att om  3|a  och  3|b  så medför det att  3|(a + b).

3|a  och  3|b  ger att  a = 3k  och  b = 3n  där  k, n ∈ ℤ 

a + b = 3k + 3n = 3(k + n) = 3m  där  m = k + n  är  
ett heltal dvs.  3|(a + b)

V.S.V.

sammansatta 
tal

Aritmetikens 
fundamentalsats
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	 1202	 a)	 Dela upp talet 42 i primtalsfaktorer.

b)	 Vilka positiva tal är 42 delbart med (utöver 1 och 42)?

a)	 Faktoruppdelningen underlättas om vi ritar ett  faktorträd.

	 De båda faktorträden ger naturligtvis samma resultat.

	 Svar:  42 = 2 ∙ 3 ∙ 7

b)	 42 är delbart med 2, 3 och 7 och med produkter av dessa tal.

	 2 ∙ 3 = 6          2 ∙ 7 = 14          3 ∙ 7 = 21

	 Svar:  2, 3, 6, 7, 14 och 21

faktorträd

42

2

3 7

21
42 = 2 ∙ 21

42

6

2 3

7
42 = 6 ∙ 7

1

1203	 Vilka två av alternativen A–E är ett

a)	primtal			   b)	sammansatt tal?

Motivera dina svar.

A  9      B  11      C  –12      D  35      E  23

1204	 Rasmus skriver 210 = 5 ∙ 6 ∙ 7 

Har Rasmus delat upp 210 i 
primtallsfaktorer?

Motivera ditt svar. 

1205	 a)	� Rita av faktorträdet och fyll i de tal  
som saknas.

b)	�Skriv talet 54 som en produkt av 
primtalsfaktorer.

c)	� Vilka positiva heltal är 54 delbart med.

54

6

1206	 a)	� Vilka primtal  p  finns i intervallet  
10 ≤ p < 30?

b)	Vilket är det största tvåsiffriga primtalet?

1207	 Talet 1 170 kan skrivas  2 ∙ 3 ∙ 3 ∙ 5 ∙ 13.

Vilka av alternativen A–E är delare i 1 170?

A  15      B  20      C  30      D  39      E  72

Motivera ditt svar.

1208	 William:  
Om ett tal är delbart med både 5 och 8 så är 
det delbart med 40.

Jonna:  
Om ett tal är delbart med 4 och 10 så är det 
delbart med 40.

Visa med ett exempel att en av dem har fel.

1209	 För vilka tal  a  gäller  6|a  och 10 ≤ a < 50?



2

1213	 Förklara varför produkten av tre på 
varandra följande heltal alltid är  
delbar med 6.

1214	 Två udda tal som följer efter varandra 
och som båda är primtal kallas 
primtalstvillingar. 

De minsta primtalstvillingarna är talen  
3 och 5, de näst minsta är 5 och 7.

a)	� Det finns sex tvåsiffriga 
primtalstvillingar. Vilka?

b)	�Talet 381 923 är en produkt av 
primtalstvillingar. Vilka?

1215	 Ange två olika värden på det positiva talet 
m så att 73|(m ∙ 72).

3

1216	 Visa att om differensen mellan två heltal  
är udda så måste det ena talet vara jämnt 
och det andra udda.

1210	 I a)-d) är n ett positivt heltal. 

Kan man avgöra om talen a)-d) är udda 
eller jämna?

a)	2n – 1

b)	2n – 2

c)	 n – 1

d)	n + 2

1211	 Inget av Petrinas barn har ännu kommit 
upp till myndighetsåldern. När Petrina 
multiplicerar sina barns åldrar får hon  
105 som svar.

Hur många barn har Petrina och hur gamla 
är de?

1212	 Många digitala verktyg kan faktorisera 
stora tal. 

a)	Faktorisera talet 116 435.

b)	�En person som är född 4 april år 2005 
har ett födelsedatum 050411 som är 
ett primtal. Är ditt födelsedatum ett 
primtal?

	 Prova att faktorisera!
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Mer om delbarhet och primtal
När vi arbetar med primtalsfaktorisering och delbarhet  
kan vi använda följande regler:

	 Exempel	 Vi vill undersöka om 127 är ett primtal.
Eftersom ett sammansatt tal alltid kan skrivas som en produkt av primtalsfaktorer  
kan vi visa att 127 är ett primtal genom att visa att primtalsfaktorer mindre än  
127 saknas. Hur stora faktorer måste vi pröva med?

Anta att 127 endast har två primtalsfaktorer, dvs. 127 = a ∙ b.

Om båda är större än 127  får vi  a ∙ b > 127  ∙ 127  = 127
Detta innebär att minst en av primtalsfaktorerna måste vara mindre 
än eller lika med 127 . Det räcker att vi prövar med primtalsfaktorer 
upp till 11 eftersom 11 < 127  < 12.

Delbarhetsreglerna ger att 127 inte är delbart med
•	 2 eftersom 127 är ett udda tal
•	 3 eftersom siffersumman 1 + 2 + 7 = 10  inte är delbar med 3
•	 5 eftersom 127 inte slutar på 0 eller 5.

Utför vi divisionerna 127/7 och 127/11 ser vi att inget av primtalen 7 och 11  
delar 127. 127 saknar därför primtalsfaktorer vilket innebär att 127 är ett primtal.

	 1217	 Visa att ett positivt, tresiffrigt heltal där siffersumman är delbar med 3  
också är delbart med 3.

Anta att hundratalssiffran är  a, tiotalssiffran är  b  och entalssiffran är c  
och att siffersumman  a + b + c  är delbar med 3, dvs.  a + b + c = n ∙ 3  
där  n är ett positivt heltal.

Det tresiffriga heltalet kan då skrivas 

a ∙ 100 + b ∙ 10 + c = 99a + 9b + a + b + c =  
= 99a + 9b + 3n = 3(33a + 3b + n), vilket är delbart med 3.

V.S.V.

Vilka tal är delbara med 2, 3, 4, 5, 6 och 9? Exempel

2
Alla jämna tal, dvs. tal som slutar på  
0, 2, 4, 6 eller 8.

18, 280 och 594

3 Alla tal vars siffersumma är delbar med 3.
201 och 642 
642 har siffersumman 6 + 4 + 2 = 12

4
Alla tal vars två sista siffror bildar ett tal  
som är delbart med 4.

1724 
24 är delbart med 4

5 Alla tal som slutar på 0 eller 5. 45 och 920

9 Alla tal vars siffersumma är delbar med 9.
387 
387 har siffersumman 3 + 8 + 7 = 18



	 1218	 Dela upp talet 15 732 i primtalsfaktorer.

Delbarhetsreglerna ger att talet 15 732 är delbart med:

•  4 eftersom de två sista siffrorna (32) är delbart med 4 
•  9 eftersom siffersumman är 18 som är delbart med 9.

15 732 = 4 ∙ 9 ∙ 437

För att faktorisera 437 måste vi undersöka primtalsfaktorer

p ≤ 437 ≈ 21 dvs. upp till och med 19.

Vi finner att inget av talen 2, 3, 5, 7, 11, 13 och 17 delar 437,  
men att 437 = 19 ∙ 23.

Svar:  15 732 = 2 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 3 ∙ 3 ∙ 19 ∙ 23

1

1219	 a)	Är 78 delbart med 2?

b)	Vilken siffersumma har talet 78? 

c)	 Är 78 delbart med 3?

d)	Dela upp 78 i primtalsfaktorer.

1220	 Ett av alternativen A–D är ett primtal.

Vilket? Motivera ditt svar.

A  6 375     B  6 572     C  6 637     D  6 651

1221	 Sant eller falskt?

Motivera med delbarhetsreglerna och 
kontrollera sedan med ditt digitala verktyg.

a) 5|710    b) 4|216    c) 3∤402    d) 6|202

1222	 a)	Bestäm talet 4n − 1 då n = 2, 3, … 7.

b)	Vilka av talen i a) är primtal?

c)	 Bestäm talet 4n + 1 då n = 2, 3, … 7.

d)	Vilka av talen i c) är primtal?

e)	� Visa att primtalen i d) kan skrivas som 
summan av två kvadrattal.

1223	 Anta att du har en korg med 101 äpplen. 
Du inser direkt att du inte kan dela upp 
alla äpplen i 2 eller 5 lika stora högar. 

Du försöker då att dela upp alla äpplen  
i 3, 7 och 11 lika stora högar, men du 
lyckas inte med det.

Hur kan du då veta att 101 är ett primtal.

2

1224	 Vilka tal är delare till 1 270?

1225	 Visa att (m2 – 1)/8 är ett jämnt tal om  
m = 8k + 1 där  k är ett heltal.

1226	 De största kända primtalen är så kallade 
Mersennetal. De kan skrivas 2n – 1  
där n är ett positivt heltal. 

År 2018 upptäcktes det dittills största 
primtalet  282 589 933 – 1. 

Talet har 24 862 048 siffror.

Hur många siffror har de största faktorer 
man måste kontrollera för att veta att talet 
är ett primtal?

1227	 Visa att ett heltal är delbart med 4 om de 
två sista siffrorna är ett tal delbart med 4.

1228	 Visa att följande påstående är falskt:

Om  m = 2n – 1 och n är ett primtal  
så är  m ett primtal.

3

1229	 Visa att  p2 – 1 är delbart med 24 om  p  
är ett primtal större än 3.

1230	 Visa att 4n – 1 är ett sammansatt tal för alla 
positiva heltal  n > 1
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A Resultat

När programmet har körts vill vi att det skriver ut 
följande resultat:
Resultatet blev 1

B Lösning

Vi använder en formel där nästa tal ni + 1 ges av

n = 

Om vi matar in talet n = 26, vill vi att vårt 
program i tur och ordning skriver ut:
26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1

C Variabler

Programmet ska använda följande variabel:
•	 n för det positiva heltalet

D Algoritm

Programmet ska skrivas i följande ordning:
•	� Läs in det positiva heltalet och spara det i 

variabeln n.
•	 Så länge n inte är talet 1, upprepa följande:
	 ◦	� Om n är delbart med 2, dividera det med 2 

och spara resultatet i n.
	 ◦	� Annars, multiplicera talet med 3 och addera 

sedan 1, spara resultatet i n.
•	 När n = 1, skriv ut att resultatet blev 1.

Världen är full av olösta matematiska problem. En del problem är avancerade 
och en del problem är oväntat enkla att lösa men svåra att bevisa. Ett sådant 
problem är Collatz förmodan, som även kallas Collatz problem eller  
3n + 1-problemet:
	 ”Man kommer alltid till talet 1 om man genomför följande steg:
	 1.	 Utgå från ett positivt heltal  n.
	 2.	 a) Om n är jämnt, dividera det med 2. 
		  b) Om n inte är jämnt, multiplicera det med 3 och addera sedan 1.
	 3.	 Upprepa steg 2 tills du kommer till talet 1.”

Ingen har ännu kunnat bevisa att påståendet stämmer, även om man hittills  
inte heller hittat ett motbevis.
Vi kan skriva ett program som testar om ett heltal n ger resultatet 1 enligt 
Collatz förmodan.

1 FÖRSTÅ 
Vi vill kunna fråga användaren om vilket heltal som ska testas och sedan 
genomföra steg 1–3 ovan tills resultatet blir 1.

2 PLANERA

Programmering
Collatz förmodan



Aktivitet
Rubrik Special

KOMMUNIKATION
3 GENOMFÖRA – KODA
I programspråket Python3 skriver vi programmet så här:
n = int(input("Vilket heltal, n, vill du börja med?"))
while n != 1:
    print(n)
    if n % 2 == 0:
        n = n/2
    else:
        n = 3*n + 1
print("Resultatet blev", n)

4 TESTA OCH VÄRDERA
Programmet körs tills vi fått resultatet 1. Vi vet dock inte hur många gånger 
slingan behöver upprepas. Programmet har heller inget sätt att säga till 
om vi inte får resultatet 1 vilket gör att programmet aldrig kommer kunna 
motbevisa förmodan om det skulle visa sig vara fel. 

Lös följande uppgifter med hjälp av programmering. Syftet är att du ska  
utveckla din problemlösningsförmåga och därför är det lämpligt att du  
följer alla stegen i strategin. 

1	 Skriv programmet i exemplet. Kör det och 
kontrollera att det fungerar.

2	 Lägg till kod så att programmet kör skriver ut 
hur många gånger det upprepar while-slingan.

Bild på Collatz eller Mersenne, 
önskas.

3	 a)	� Lägg till kod så att programmet stoppas 
efter 100 körningar. Om resultatet 
inte blivit 1 ska programmet skriva ut 
förklarande text. 

b)	�Vilket är det minsta positiva heltal, n, som 
kräver mer än 100 körningar?

4	 Ett Mersennetal är ett heltal som kan skrivas 
på formen 2n – 1, där n är ett positivt heltal.

Ett Mersenneprimtal är ett Mersennetal som 
är ett primtal.

En förmodan har formulerats så här:

”Ett Mersennetal med ett Mersennetal  
som exponent är ett primtal.”

Skriv ett program som testar förmodan för 
olika Mersenneprimtal. Stämmer förmodan?
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Gemensamma och  
icke-gemensamma faktorer
När vi inom talteorin vill finna samband mellan olika tal är det ofta  
lämpligt att undersöka om talen har några gemensamma faktorer.

	 Exempel 1	 Vi delar upp talen 48 och 60 i primtalsfaktorer:
48 = 2 ∙ 24 = 2 ∙ 2 ∙ 12 = 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 6 = 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 3
60 = 2 ∙ 30 = 2 ∙ 2 ∙ 15 = 2 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 5 

Den gemensamma delen av primtalsfaktoriseringen är 2 ∙ 2 ∙ 3.

		  Talen 2 och 3 samt 2 ∙ 2 = 4, 2 ∙ 3 = 6 och 2 ∙ 2 ∙ 3 = 12  
är gemensamma faktorer. Talet 2 ∙ 2 ∙ 3 = 12  är största  
gemensamma faktor, SGF.
Vi kan skriva detta som  SGF(48, 60) = 12.

Om SGF(a, b) = 1 så har talen  a  och  b  ingen gemensam faktor (utom 1).
	relativt prima	 Vi säger då att talen  a  och  b  är relativt prima.

Den största gemensamma faktorn till talen är också den största  
gemensamma delaren, SGD, till talen. Alltså kan SGF(a, b)  
också skrivas SGD(a, b).

	 Exempel 2	 Eftersom 48 ∙ 60 = 2 880 är talet 2 880 en multipel av både 48 och 60.
Det finns även mindre tal som är en multipel av både 48 och 60.
Vilket är det minsta tal som är en multipel av både 48 och 60?
Faktoriseringen från Exempel 1 hjälper oss att besvara frågan.
48 = 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 3

                       2 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 5 = 60

Om vi multiplicerar den gemensamma delen av faktoruppdelningen  
2 ∙ 2 ∙ 3 med de icke-gemensamma delarna 2 ∙ 2 och 5 så får vi den  
minsta gemensamma multipeln.
2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 5 = 240

	 MGM	 Vi kallar detta tal 240 för minsta gemensamma multipel, MGM,  
till 48 och 60. Vi kan skriva detta som MGM(48, 60) = 240

Båda begreppen största gemensamma faktor och minsta gemensamma  
multipel är användbara i många olika talteoretiska tillämpningar.  
Vi kan även använda begreppen vid bråkräkning, t.ex. när vi förkortar  
eller söker minsta gemensamma nämnare.
Att faktorisera stora tal är ofta mycket arbetsamt och som regel  
behöver man ta hjälp av digitala verktyg. Undersök om ditt digitala  
verktyg har funktionerna  gcf, gcd (greatest common factor/divisor)  
eller lcm (least common multiple).

SGF

SGD



	 1231	 a)	� Bestäm den största gemensamma faktorn till 126 och 231,  
dvs. bestäm SGF(126, 231).

b)	 Förkorta bråket 126
231

 så långt som möjligt.

c)	� Bestäm minsta gemensamma multipel till 126 och 231,  
dvs. bestäm MGM(126, 231).

d)	 Beräkna 1
126

 + 1
231

Vi börjar med att dela upp 126 och 231 i primtalsfaktorer.

126 = 2 ∙ 63 = 2 ∙ 9 ∙ 7 = 2 ∙ 3 ∙ 3 ∙ 7

231 = 3 ∙ 77 = 3 ∙ 7 ∙ 11 

a)	 Talens gemensamma faktorer är 3 och 7 och 3 ∙ 7 = 21.

	 Den största gemensamma faktorn är 21.

	 SGF(126, 231) = 21

b)	 126
231

 = 2 3
11

3 7
3 7
⋅ ⋅

⋅
⋅

⋅
 = 2 3

11
⋅  = 6

11

c)	� Vi får minsta gemensamma multipel om vi multiplicerar  
den gemensamma delen av faktoruppdelningen 3 ∙ 7  
med de icke-gemensamma delarna 2 ∙ 3 och 11.

	 2 ∙ 3 ∙ 3 ∙ 7 ∙ 11 = 1 386

	 MGM(126, 231) = 1 386

d)	 Minsta gemensamma nämnare = MGM(126, 231) = 1 386

	 1
126

 + 1
231

 = 
1

2 3 3 7
11

11
⋅

⋅⋅ ⋅ ⋅
 + 

1
3 7 11

2 3
2 3

⋅
⋅ ⋅ ⋅

⋅
⋅

 = 11
1 386

 + 6
1 386

 = 17
1 386

	 1232	 Från en busstation avgår med start kl. 07.00 bussar på linje A  
var 12:e minut och på linje B var 42:e minut. 

Vad är klockan nästa gång bussar från linje A och B avgår samtidigt  
från busstationen?

Vi söker det minsta tal som innehåller 12 och 42 som en faktor  
dvs. MGM (12, 42).

12 = 2 ∙ 2 ∙ 3  och  42 = 6 ∙ 7 = 2 ∙ 3 ∙ 7

MGM(12, 42) = 2 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 7 = 84

84 minuter = 1 h 24 min

Svar:  �Nästa gång bussar från linje A och B avgår samtidigt från  
busstationen är kl. 08.24.

231 har siffersumman 6  ⇒  231 är delbart med 3.

Vi förkortar med 3 ∙ 7.

Bestäm 2 ∙ 3 ∙ 3 ∙ 7 ∙ 11 = 18 ∙ 77  
med uppställning.
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1240	 Visa att följande påstående är falskt:

Om SGF(a, b) = 1  så är  a  och  b  primtal.

2

1241	 Bestäm först minsta gemensamma 
nämnare och beräkna sedan algebraiskt.

7
20

 + 4
21

 – 7
30

Svara i enklaste form.

1242	 Vad menas med att två tal är relativt 
prima? Ge ett exempel.

1243	 Bestäm, om  a  och  b  är positiva heltal,

a)	SGF(12a, 18a)		  b)	MGM(4a2, 6ab) 

1244	 Ett rövarband delade upp 187 guldmynt 
och 136 silvermynt så att alla fick lika 
många mynt av samma sort. 

Hur många var rövarna?

1245	 a)	Visa att  
	 SGF(12, 15) ∙ MGM(12, 15) = 12 ∙ 15

b)	Visa att  
	 SGF(10, 13) ∙ MGM(10, 13) = 10 ∙ 13

c)	 Pia påstår att:
	 SGF(a, b) ∙ MGM(a, b) = a ∙ b
	 Har hon rätt? Motivera.

1246	 En rektangel med måtten 231 cm × 273 cm  
ska delas in i  n  lika stora kvadrater där 
sidan är ett helt antal centimeter.

Undersök vilka värden på  n  som är 
möjliga.

3

1247	 Finn en lösning till ekvationen 

SGF(10, 5x) = MGM(5, x)   

1248	 Konstanterna  a, b  och  c  är positiva heltal.

Visa att om SGF(a, b) = 1  och  SGF(a, c) = 1 
så är SGF(a, bc) = 1.

1

1233	 a)	� Finn alla gemensamma faktorer till 12 
och 30.

b)	�Bestäm den största gemensamma 
faktorn till 12 och 30, dvs. SGF(12, 30).

c)	� Bestäm den minsta gemensamma 
multipeln till 12 och 30, dvs.  
MGM(12, 30).

1234	 Bestäm

a)	SGF(45, 75)			   c)	 SGF(27, 36)

b)	MGM(45, 75)			  d)	MGM(27, 36)

1235	 En klädbutik har en kampanj där de under 
en dag ger en T-shirt till var 25:e kund och 
ett par strumpor till var 15:e kund.

Vilken är den första kund som får både en 
T-shirt och ett par strumpor?

1236	 Två löpare startar samtidigt, sida vid sida. 

När är de samtidigt vid startlinjen igen om 
den ena springer ett varv på 60 s och den 
andra på 50 s?

1237	 a)	Kan bråket 21
110

 förkortas? Motivera.

b)	Förkorta 66
110

 så långt som möjligt.

1238	 Cikador lever en lång tid i jorden som ägg 
och larver innan de kläcks till färdiga 
insekter och fortplantar sig igen. För en art 
går det 17 år mellan varje kläckning. 

Anta att cikadorna kläcks när de rovdjur 
som äter cikador är som flest. Hur många 
år tar det innan detta sker igen om 
rovdjurens antal är som störst vart 

a)	4:e år				    b)	6:e år?

Hur ändras svaren i a) och b) om cikadorna 
i stället kläcks vart

c)	 16:e år				    d)	18:e år?

1239	 Bestäm

a)	SGF(7, 31)			  c)	 SGF(12, 18, 30)

b)	MGM(7, 31)		  d)	MGM(12, 18, 30) 



Aktivitet
Räkna med rester  ― 
hur många blir över?
I den här aktiviteten ska du bestämma den rest  
som uppkommer när ett positivt heltal divideras  
med 4 och med 7. 
Syftet är att du bland annat ska bekanta dig med  
några begrepp och upptäcka några samband som  
ligger till grund för kongruensräkning.

Arbeta tillsammans två och två.

1	 Ett antal bullar ska förpackas i påsar och varje 
påse ska innehålla 4 bullar.

a)	� Anta att 14 bullar ska förpackas.  
Hur många blir över?

b)	�Anta att a bullar ska förpackas.  
Rita av och fyll i tabellen nedan.

Förpacknings- 
antal, a

8 9 14 17 23 36 42 47

Antal som 
blir över, r

c)	� Talen i figuren nedan visar antalet bullar, r, 
som kan bli över vid förpackningen. 

	� Rita av figuren och skriv i din figur 
tabellens a-värden vid motsvarande 
r-värde.

d)	�Vad har de a-värden som står vid samma 
r-värde gemensamt?

0

2

13

2	 Då talet 14 divideras med 4 är resten 2.  
Att resten är 2 kan visas i likheten

14 = 4 ∙ 3 + 2

Skriv på samma sätt en likhet som visar resten då

a)	talet 9 delas med 4 

b)	talet 23 delas med 4

c)	 talet 42 delas med 4.

3	 a)	� Rita en figur, liknande den i uppgift 1 c), 
som visar de rester som du kan få då ett tal 
divideras med 7.

b)	�Skriv in talen 9, 17, 28 och 60 vid den rest 
som talen ger vid division med 7.

4	 a)	� Skriv en likhet som visar resten då talet 28 
delas med 7.

b)	�Vilken veckodag är det 28 dagar efter en 
söndag?

c)	� Skriv en likhet som visar resten då talet 60 
delas med 7.

d)	�Vilken veckodag är det 60 dagar efter en 
söndag?

1.2 TALTEORI I	 27



28	 Bevis och talteori

	 1.3	 Talteori II
Kongruens och modulo

	 Exempel 1	 Du startar en resa klockan 21.00. 
Hur mycket är klockan när resan är slut,  
om den tar 30 timmar?

Vid beräknar 21 + 30 = 51 men vi  
kan inte svara klockan 51.00.

När vi ska ange en tid på dygnet  
använder vi perioden 24 timmar.
Vi minskar därför 51 med 2 · 24.
51 – 2 · 24 = 3
Klockan är 03.00 när resan är slut.

51 – 2 · 24 = 3 kan även skrivas 

51 = 2 ∙ 24 + 3  och  51
24

 = 2 + 3
24

Vi kan säga: ”51 delat med 24 ger kvoten 2 och resten 3”.

Allmänt gäller:

Vid division av ett heltal a med ett positivt heltal c  
är kvoten q och resten r de två heltal som uppfyller
a = q · c + r  och  0 ≤ r < c

	 modulo	 När vi bestämmer resten vid division med 24 räknar vi modulo 24 
och resten r är då ett heltal i intervallet 0 ≤ r < 24.

Två heltal a och b som ger samma rest vid division med samma  
heltal c (c ≠ 0) sägs vara kongruenta modulo c. 
T.ex.
51 = 2 · 24 + 3
27 = 1 · 24 + 3
   3 = 0 · 24 + 3

Talen 51, 27 och 3 ger alla resten 3 vid division med 24.
Vi kan t.ex. säga:
”51, 27 och 3 är kongruenta modulo 24”. 
Med tecknet ≡ för kongruens kan vi skriva 	
51 ≡ 27  (mod 24)	
51 ≡ 3  (mod 24)
27 ≡ 3  (mod 24)

	 Exempel 2	 Vi beräknar differensen av talen  a = 51 och b = 27 som är kongruenta modulo 24.

a – b = 51 – 27 = (2 ∙ 24 + 3) – (1 ∙ 24 + 3) = 1 ∙ 24 = 24

Resterna tar ut varandra och differensen  a – b är delbar med 24.

MK 
En trevlig tågbild önskas. 
Gärna på en perrong med klocka. 
 
Kanske från någon västern-film.

Kvot och rest

kongruens

kongruenstecken, ≡



Vi definierar kongruenta tal på två likvärdiga sätt:

◗	�T vå heltal a och b är kongruenta modulo c om de ger samma rest  
vid division med heltalet c  (c > 1).

	� a = k1 ∙ c + r  och  b = k2 ∙ c + r ⇔  a ≡ b  (mod c)  
där k1, k2 och r är heltal.

�◗	�T vå heltal a och b är kongruenta modulo c om differensen a – b  
är delbar med heltalet c.

	 a ≡ b  (mod c) ⇔  c |(a – b)

Att räkna med rester kallas ibland modulär aritmetik eller klockaritmetik.
När vi använder en klocka med timvisare eller när vi anger månad räknar  
vi modulo 12.

Vanlig aritmetik kan illustreras på en tallinje och modulär aritmetik  
kan illustreras på en talcirkel.

	 Exempel 3	 Figuren visar en talcirkel och några tal som är  
kongruenta modulo 12, t.ex. 19, 7 och –5.
19 = 1 ∙ 12 + 7
   7 = 0 ∙ 12 + 7
–5 = –1 ∙ 12 + 7

Talen ger samma rest 7 vid division med 12.
Vi beräknar differensen mellan talen:
19 – 7 = 12	 19 – (–5) = 24		  7 – (–5) = 12

Differenserna är delbara med 12.
Vi kan skriva 19 ≡ 7 ≡ –5  (mod 12).

	 1301	 a)	 Förklara betydelsen av 34 ≡ 19  (mod 5).

b)	 Visa att 32 ≡ 15  (mod 6).

a)	� 34 ≡ 19  (mod 5) betyder att 34 och 19 är kongruenta modulo 5, 
dvs. 34 och 19 ger samma rest vid division med 5.

	 Det betyder också att 5|(34 – 19), alltså att

	 34 19
5
−  = 3 har resten 0.  

b)	 32 = 5 ∙ 6 + 2 och 14 = 2 ∙ 6 + 2 

	� Eftersom 32 och 14 ger samma rest 2 vid division med 6 är 32 och  
14 kongruenta modulo 6.

	 eller

	 32 – 14 = 18 

	 Eftersom differensen 18 är delbar med 6 	är 32 och 14 kongruenta modulo 6.

Kongruenta tal

modulär aritmetik

talcirkel

12, 24

–3, 21  9

–6, 18

3 15, 27

1

2

4

5
6

7

8

10

11
0

16, 28

13, 25

14, 26

–1, 23

–2, 22

17, 29

–4, 20

–5, 19
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	 1302	 Är talen 346 och 134 kongruenta modulo 4?

Vi använder digitalt verktyg och skriver in mod(346, 4)  
och mod(134, 4).

Talen 346 och 134 ger båda resten 2 vid division med 4.

Svar:  Ja, 346 och 134 är kongruenta modulo 4.

	  1303 	 Ange två möjliga värden för x om  x ≡ 25  (mod 7).

25 ger resten 4 vid division med 7 eftersom 25 = 3 ∙ 7 + 4.

Vi söker tal som kan skrivas  x = n ∙ 7 + 4, där n är ett heltal.

n = 0  ger  x = 4  och  n = 1 ger x = 11.

Svar:  T.ex.  x = 4  och  x = 11

       mod(134, 4)
2 

       mod(346, 4)
2 

1

1304	 Bestäm resten när man dividerar

a)	17 med 4				    c)	 99 med 9

b)	76 med 9				    d)	147 med 17

1305	 Visa att

a)	16 ≡ 41  (mod 5)		 b)	64 ≡ 40  (mod 12)

1306	 Använd figuren och  
förklara varför

a)	9 ≡ 1  (mod 8)

b)	16 ≡ 0  (mod 8)

c)	 19 ≡ 11  (mod 8)

d)	–1 ≡ 7  (mod 8)

1307	 Skriv på formen a ≡ b  (mod n)

a)	15 ger rest 3 vid division med 6

b)	32 är delbart med 8

c)	 35 och 17 ger samma rest vid division  
	 med 2.

1308	 Är talen kongruenta modulo 13? 
Motivera.

a)	1 125 och 319			  b)	1 669 och 1 759

0

6

3

4

5

2

17

1309	 Sana och Idriss startar båda en resa från 
Stockholm kl. 12 på dagen. Sanas resa tar  
7 timmar, medan Idriss resa tar 91 timmar.

Är de framme vid samma tidpunkt 
på dygnet svensk tid? Motivera med 
kongruens. 

2

1310	 Då talet a divideras med 5 blir resten 3.  
Då talet  b divideras med 5 blir resten 2.

Bestäm resten vid division med 5 för

a)	summan  a + b

b)	differensen  a – b

1311	 Det finns två lösningar till  x ≡ 61  (mod 9)  
i intervallet  –10 ≤ x ≤ 10. Vilka?

3

1312	 Ställ upp ett uttryck för de  x som uppfyller 
ekvationen

x  (mod n) = x  (mod m)   

n, m  är positiva heltal  och  n < m



Modulär aritmetik – kongruensräkning
Vi visar några beräkningsmetoder i modulär aritmetik,  
så kallad kongruensräkning.

Addition 

Vi adderar 27 och 14 modulo 12.
Vi kan addera först och sedan reducerar modulärt:
27 + 14 = 41 ≡ 5  (mod 12)
Observera hur vi växlar mellan likhetstecknet = och tecknet för kongruens ≡.

Vi får samma resultat om vi först reducerar modulärt och sedan adderar:
27 ≡ 3  (mod 12)  och  14 ≡ 2  (mod 12)
Vi kan skriva
27 + 14 ≡ 3 + 2 = 5  (mod 12)

Allmänt gäller att vi först kan reducera modulärt och sedan addera.

Om a1 ≡ b1  (mod c)  och  a2 ≡ b2  (mod c)  gäller

a1 + a2 ≡ b1 + b2  (mod c)

Multiplikation

Vi multiplicerar 14 och 15 modulo 12.
Vi kan multiplicera först och sedan reducera modulärt:
14 · 15 = 210 ≡ 6  (mod 12)
Vi får samma resultat om vi först reducerar modulärt och sedan multiplicerar:
14 ≡ 2  (mod 12)  och  15 ≡ 3  (mod 12)
Vi kan skriva
14 · 15 ≡ 2 · 3 = 6  (mod 12)

Allmänt gäller att vi först kan reducera modulärt och sedan multiplicera.

Om a1 ≡ b1  (mod c)  och  a2 ≡ b2  (mod c)  gäller

a1 ∙ a2 ≡ b1 ∙ b2  (mod c)

Man kan även visa följande regler:

Om a ≡ b  (mod c)  gäller

◗	 m ∙ a ≡ m ∙ b  (mod c)	 för alla heltal m

◗	 an ≡ bn  (mod c)		  för alla heltal n ≥ 0.

Regel för  
modulär addition

Regel för  
modulär multiplikation 

Fler regler för  
kongruensräkning 
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	 1313	 Beräkna modulärt, dvs. skriv på formen  a (mod c) där 0 ≤ a < c.

a)	 14 + 36 + 80  (mod 7)			   b)	 61 ∙ 17  (mod 3)			   c)	 133  (mod 11)

a)	 14 + 36 + 80 ≡ 0 + 1 + 3 = 4  (mod 7)

b)	 61 ∙ 17 ≡ 1 ∙ 2 = 2  (mod 3)

c)	 133 ≡ 23 = 8  (mod 11)

	 1314	 Visa att ett fyrsiffrigt heltal är delbart med 3 om siffersumman i talet  
är delbart med 3.

Ett fyrsiffrigt heltal kan skrivas  
 abcd = a ∙ 1 000 + b ∙ 100 + c ∙ 10 + d ∙ 1

1 000, 100, 10 och 1 ger alla resten 1 vid division med 3.

1 000 ≡ 100 ≡ 10 ≡ 1 (mod 3)

abcd = a ∙ 1 000 + b ∙ 100 + c ∙ 10 + d ∙ 1 ≡ 
≡ a ∙ 1 + b ∙ 1 + c ∙ 1 + d ∙ 1 ≡ a + b + c + d  (mod 3)

Om siffersumman a + b + c + d är delbar med 3,  
dvs. 3|(a + b + c + d), måste  abcd ≡ a + b + c + d ≡ 0  (mod 3).

Alltså är ett fyrsiffrigt heltal delbart med 3 om siffersumman  
är delbar med 3.

V.S.V.

	 1315	 Bevisa regeln för modulär addition:

Om a1 ≡ b1  (mod c)  och  a2 ≡ b2  (mod c)  så gäller  a1 + a2 ≡ b1 + b2  (mod c)

a1 ≡ b1  (mod c)  ⇔  a1  och  b1  får samma rest  r1 vid division med c.

a2 ≡ b2  (mod c)  ⇔   a2  och  b2  får samma rest  r2 vid division med c.

Vi kan skriva

a1 + a2 = q1c + r1 + q2c + r2 ≡ r1 + r2  (mod c)	    (q1 och q2 är heltal)

b1 + b2 = q3c + r1 + q4c + r2 ≡ r1 + r2  (mod c)	    (q3 och q4 är heltal)

a1 + a2  och  b1 + b2 får samma rest  r1 + r2 vid division med c  

a1 + a2 ≡ b1 + b2  (mod c)

V.S.B.

Regeln för modulär addition

Regeln för modulär multiplikation

Regeln för kongruensräkning med potenser



	 1316	 Visa att 47n  – 1 är delbart med 8 för alla positiva och jämna heltal n.

47 = 6 ∙ 8 – 1 ≡ 7 ≡ –1  (mod 8)  
47 n – 1 ≡ (–1)n – 1  (mod 8)

Om n är ett positivt och jämnt heltal så är (–1)n = 1 vilket ger 
47 n – 1 ≡ 1 – 1 = 0  (mod 8) 

Alltså är 47 n – 1 delbart med 8 för alla positiva och jämna heltal n.

V.S.V.

Vi kan även kongruensräkna med negativa tal.

1

1317	 Beräkna modulärt.

a)	7 + 10  (mod 5)

b)	21 + 15 + 38  (mod 5)

c)	 13 ∙ 11  (mod 5)

d)	101 ∙ 12  (mod 5)

1318	 Beräkna modulärt.

a)	122 – 9  (mod 3)

b)	98 − 37 + 105  (mod 9) 

c)	 27 ∙ 18  (mod 4)   

d)	70 ∙ 25  (mod 12)

1319	 Visa att 

a)	223 ≡ 8  (mod 10)

b) 222 är delbart med 4.

1320	 Bestäm det minsta positiva talet x för vilket 

a)	32 ≡ x  (mod 5)		  b)	x ≡  77  (mod 16)

1321	 Ange ett möjligt positivt värde för  x om 

a)	35 ∙ 45 ≡ x  (mod 11)   

b)	113 ≡ x  (mod 9)   

1322	 Ange två möjliga värden för  x  om 

a)	38 ∙ 79 ≡ x  (mod 7)

b)	46 ≡ x  (mod 3)

1323	 Visa att  125 – 1 är delbart med 11.

2

1324	 Skriv på formen  a  (mod c) där 0 ≤ a < c.

a)	230  (mod 3)

b)	230  (mod 5)

c)	 340  (mod 7)

d)	13 + 23 + 33 + 43 + … + 1003  (mod 4)

1325	 Visa att (6a + 3)2 ≡ 3  (mod 6)  
om  a är ett heltal. 

1326	 För vilka tvåsiffriga primtal p gäller att   
p ≡ 1  (mod 15).

1327	 Visa att talet 75 732 är delbart med 4 
genom att undersöka  
75 700 + 32 (mod 4)
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3

1332	 Anta att a, b, l och k är positiva heltal så att

a = k ∙ d + r1  och  b = l ∙ d + r2 
där  r1 + r2 < d 

Visa att vid division med   d har

a)	summan  a + b  resten  r1 + r2  (mod d)

b) produkten  a ∙ b  resten  r1 ∙ r2  (mod d)

1333	 Visa att 7|649 117 genom att använda att 
649 – 117 är delbart med 7. 

1334	 Bevisa att om  a ≡ b  (mod c) och m är ett 
heltal större än 0, så är ma ≡ mb  (mod m).

1335	 Bevisa att om  a1 ≡ a2 (mod c)  och  a2 ≡ a3  
(mod c) så är a1 ≡ a3  (mod c).

1336	 Visa med hjälp av kongruensräkning att 

999 999 är delbart med 7.
HeMO 
En stor bild till sidan 
önskas?

Eller en till förra sidan och 
en till denna.

1328	 Visa att ett godtyckligt fyrsiffrigt heltal  
abcd = 1 000a + 100b + 10c + d  
är delbart med 9 om talets siffersumma  
a + b + c + d är delbar med 9.

1329	 Undersök om det finns lösningar 
i intervallet  0 ≤ x < 30 till

a)	 
 


 x ≡ 1  (mod 3) 
	 2 x ≡ 4  (mod 10)

b)	 
 


 x ≡ 1  (mod 3) 
	 2 x ≡ 3  (mod 10)

1330	 Visa att 

a)	344 – 194 är delbart med 5

b)	347 – 197 är delbart med 5

c)	� 34n – 19n är delbart med 5  
för alla heltal n > 0.

1331	 Visa att 72n – 1 är delbart med 8 för alla 
positiva heltal  n.



Historik
Diofantos, Fermat och Wiles –  
Om difantiska ekvationer  
och Fermats stora sats
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Diofantos var en grekisk matematiker som studerade talteori för  
ca 2 000 år sedan.
Han skrev bland annat verket Arithmetika som bestod av flera olika 
böcker. Han har dessutom gett namn åt ekvationer där man söker 
heltalslösningar, så kallade diofantiska ekvationer.
Ekvationen  x2 + y2 = z2, som vi känner från Pythagoras sats,  
har oändligt många heltalslösningar. 
En av dessa är  x = 3, y = 4 och z = 5.

Finns det heltalslösningar även till den liknande ekvationen  x3 + y3 = z3, 
bortsett från de triviala lösningarna där  x, y och/eller z är 0?
Många har undersökt detta men ingen har hittat en enda heltalslösning.

Pierre de Fermat som levde under första hälften av 1600-talet 
publicerade många satser om talteori. En av de mest kända kallas  
Fermats stora sats:
 xn + yn = zn saknar heltalslösning för alla heltal n > 2, bortsett från  
de triviala lösningarna.

Vid Fermats död hittades en anteckning i hans exemplar av Diofantos 
Aritmetik:
”Jag har funnit ett verkligt underbart bevis för denna sats. 
Tyvärr är marginalen för trång för att rymma det.”
I mer än 350 år försökte sedan matematiker bevisa satsen utan att 
lyckas. Man kunde dock länge bara bevisa några specialfall:
xn + yn = zn saknar heltalslösning då n = 3, 4, 5, 7 eller 11. 
Man kunde även visa att det räcker att bevisa satsen då n är primtal. 
Problemet är bara att det finns oändligt många primtal! 
På 1980-talet kunde man med datorer visa att satsen gällde för  
alla  n ≤ 150 000.

Pythagoras 
(570–495 f.Kr.)

Pierre de Fermat 
(1607–1665)
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År 1963 fick den då tioårige engelsmannen Andrew Wiles höra talas 
om Fermats stora sats. Wiles studerade därefter alla stora matematikers 
försök att bevisa satsen.
Mellan åren 1975 och 1993 arbetade Wiles i England och USA 
som forskare och universitetslärare i matematik. Han studerade 
heltalslösningar till så kallade elliptiska ekvationer och den del av 
matematiken som kallas modulära former. 
I sju år arbetade Wiles med att kombinera egna och andra matematikers 
upptäckter inom dessa områden. Målet med arbetet var att försöka 
bevisa Fermats stora sats.
På en matematikkonferens i Cambridge år 1993 presenterade Wiles 
ett bevis för att Fermats stora sats är sann. Då beviset, som delats 
upp i mindre bitar, granskades mycket noga av andra framstående 
matematiker upptäcktes ett fel i beviset! Wiles lyckades inom ett år 
rätta till felet och 1995 publicerade han det korrekta beviset som nu  
var på 130 sidor. 
Fermats stora sats var äntligen bevisad!

Andrew Wiles 
(1953–)

1	 Finn en heltalslösning till följande diofantiska 
ekvationer.

a)	2x + 3y = 1			   d)	x2 – 2y2 = 1

b)	7x – 9y = 8			   e)	 x2 – 5y2 = 1

c)	 x2 – 4y = 1				   f)	 x3 + y3 = z  

2	 Diofantos liv har beskrivits på följande sätt:

”Han var barn i 1/6 av sitt liv och hans skägg 
började växa efter ytterligare 1/12 av hans liv.

Han gifte sig efter ytterligare 1/7 av sitt liv 
och hans son föddes fem år senare. 

Sonen blev bara hälften så gammal som 
Diofantos som dog fyra år efter sin son.”

Hur gammal blev Diofantos?

3	 Visa med exempel att om  x  och  y  är reella tal 
så finns det lösningar till ekvationen  
x3 + y3 = z3

4	 En elliptisk ekvation har formen  
 y2 = x3 + ax2 + bx + c   
där  a, b  och  c är heltal.

Genom att variera värdena på  a, b och c   
skapas oändligt många ekvationer. 
Svårigheten med dessa är att undersöka  
om de har några heltalslösningar och i så fall 
hur många.

Finn en heltalslösning, där  x  och  y  är skilda 
från 0, till den elliptiska ekvationen där

a)	a = 0, b = 0  och  c = 1

b)	a = −1, b = 1  och  c = 0

c)	 a = 1, b = 0  och  c = 0

5	 Det finns åtta olika heltal x som ger 
heltalsvärden på y i ekvationen y2 – 17 = x3.

a)	Visa att  x = 43 är ett av dessa tal.

b)	�Tre av heltalen  x  ovan är positiva ental 
Vilka?



Tal i olika baser
Vårt talsystem kommer ursprungligen från Indien och har använts  
i Europa i ungefär 1 000 år. Detta talsystem är ett positionssystem  
med basen 10. Det betyder att
◗	 positionernas värde är en potens med basen 10
◗	 vi kan skriva alla positiva heltal med de tio siffrorna 0, 1, 2 ... 9.

	 index	 I talet 6 157tio talar index tio om att talet är skrivet i basen 10.

Vi skriver 6 157tio i utvecklad form som

6 ∙ 103 + 1 ∙ 102 + 5 ∙ 10 + 7 ∙ 1

Talet 6 157 består av 6 tusental, 1 hundratal, 5 tiotal och 7 ental.

	 Exempel 1	 Om man i stället väljer talet 5 som bas behöver man endast använda  
fem siffror: 0, 1, 2, 3 och 4. Positionernas värde i ett sådant talsystem  
är potenser med basen 5.
Hur översätter man 4123fem till ett tal med basen 10?

Vi skriver 4123fem i utvecklad form.

4123fem = 4 ∙ 53 + 1 ∙ 52 + 2 ∙ 51 + 3 ∙ 50 = 
               = 4 ∙ 125 + 1 ∙ 25 + 2 ∙ 5 + 3 ∙ 1 = 538tio

Siffrorna i talet 4123fem anger 125-tal, 25-tal, 5-tal och ental. 

	 Exempel 2	 Hur skriver vi 73tio med basen 5?
Metod 1:
Vi ska alltså bestämma faktorerna  
a0, a1, a2, … så att
73tio = … a2 ∙ 52 + a1 ∙ 51 + a0 ∙ 50

Eftersom 53 = 125 är större än 73 
behöver vi endast använda  
52 = 25, 51 = 5  och  50 = 1.
73tio = 2 ∙ 52 + 4 ∙ 51 + 3 ∙ 1 = 243fem 

	 binära tal	 Ett talsystem med två som bas kallas binärt. I ett sådant talsystem  
behövs endast siffrorna 0 och 1. 

positionssystem

utvecklad form

101 = 10 100 = 1
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Metod: 2
Vi bestämmer rest och kvot vid upprepad 
division med 5.
Exemplet visar metoden.

73 = 5 ∙ 14 + 3

14 = 5 ∙ 2 + 4

   2 = 5 ∙ 0 + 2

Likheterna ovan ger:
73tio = 5 ∙ 14 + 3 = 
         = 5 ∙ (5 ∙ 2 + 4) + 3 =
         = 52 ∙ 2 + 5 ∙ 4 + 3 = 243fem

Observera att 2, 4 och 3 är resterna  
i likheterna ovan.
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	 1337	 Skriv talen med basen 10.

a)	 101011två		  b)	 6504åtta

a)	 101011två = 1 ∙ 25 + 0 ∙ 24 + 1 ∙ 23 + 0 ∙ 22 + 1 ∙ 21 + 1 ∙ 20 =

			         = 1 ∙ 32 + 0 ∙ 16 + 1 ∙ 8 + 0 ∙ 4 + 1 ∙ 2 + 1 ∙ 1 = 43tio

b)	 6504åtta = 6 ∙ 83 + 5 ∙ 82 + 0 ∙ 81 + 4 ∙ 80 =

		            = 6 ∙ 512 + 5 ∙ 64 + 0 ∙ 8 + 4 ∙ 1 = 3396tio

	 1338	 Skriv talet 13tio i det binära talsystemet.

Metod 1:

Vi skriver 13tio som en summa av 
termer a ∙ 2n där a kan vara 0 eller 1.

Potenserna som vi kan använda är 

23 = 8     22 = 4     21 = 2     20 = 1

13tio = 1 ∙ 8 + 1 ∙ 4 + 0 ∙ 2 + 1 ∙ 1 = 1 101två

Metod 2:

13 = 2 ∙ 6 + 1 
   6 = 2 ∙ 3 + 0 
   3 = 2 ∙ 1 + 1 
   1 = 2 ∙ 0 + 1 
Vi läser resterna nerifrån och upp: 
13tio = 1 101två

1

1339	 Hur många siffror behöver du använda  
när du arbetar med

a)	basen sju	 b)	basen tre?

1340	 Skriv talet i utvecklad form

a)	983tio				   b)	1221tre

1341	 Skriv med basen 10.

a)	132fem			   c)	 323fyra

b)	110011två		  d)	1202tre

1342	 Vilken siffra är X?

a)	1X101två = 29tio          b) 110X1två = 25tio

1343	 Eftersom det endast finns ettor och nollor  
i det binära talsystemet blir talen långa.

Beräkna hur många siffror som krävs i det  
binära talsystemet för att skriva

a)	500tio			   b)	2000tio

1344	 Omvandla talet

a)	76tio till basen fyra

b)	99tio till basen sju.

1345	 De tio första positiva heltalen i ett 
talsystem med basen fyra är:

1, 2, 3, 10, 11, 12, 13, 20, 21, 22

Vilka är de tio första positiva heltalen i ett 
talsystem med basen 

a)	5					     b)	3 ?

1346	 Är talet udda eller jämnt i basen 10?

a)	1001två			   b)	12tre

2

1347	 Nils påstår att ett sexsiffrigt tal skrivet 
i bas tio alltid är ett sjusiffrigt tal om det är 
skrivet i bas åtta. 

Har Nils rätt? Motivera.

1348	 Visa att 32fyra + 23fyra blir ett tresiffrigt tal 
om det skrivs med basen fyra.



Mer om tal i olika talbaser
I datorsammanhang används ofta baserna två (binärt), 
åtta (oktalt) och sexton (hexadecimalt).
Om vi använder en bas större än 10 krävs fler än 10 tecken.  
I det hexadecimala systemet, där basen är 16, används ofta  
A–F för talen 10–15.

	 1349	 a)	 Skriv 4C3sexton med basen 10.

b)	 Skriv talet 94tio med basen 16.

a)	 4C3sexton = 4 ∙ 162 + 12 ∙ 161 + 3 ∙ 160 =

			       = 4 ∙ 256 + 12 ∙ 16 + 3 ∙ 1 = 1 219tio

b)	 Vi skriver 94tio som en summa av termer a ∙ 16n

	 Potenserna som vi kan använda är 161 = 16 och 160 = 1.

	 94tio = 5 ∙ 16 + 14 ∙ 1 = 5Esexton

	 1350	 Skriv talet 41fem med basen tre.

41fem = 4 ∙ 51 + 6 ∙ 50 = 21tio

Vi skriver om från det decimala 21 till basen 3 genom att använda metoden  
med kvot och rest från föregående avsnitt.
21 = 3 ∙ 7 + 0
  7 = 3 ∙ 2 + 1
  2 = 3 ∙ 0 + 2

Talet 41fem skrivs i basen tre som 210tre

	 1351	 Skriv talet 1010110två i basen åtta. 

Här kan vi använda samma metod som i föregående exempel.

Men vi kan också utnyttja att 8 = 23. Tre binära siffror motsvarar  
därför en position i basen åtta:

Talet 1010110två kan alltså skrivas som 126åtta

Bas Siffror Exempel – utvecklad form

2 0, 1 1001två = 1 ∙ 23 + 0 ∙ 22 + 0 ∙ 2 + 1 ∙ 1

8 0–7 457åtta = 4 ∙ 82 + 5 ∙ 8 + 7 ∙ 1

16 0–9, A–F B38sexton = 11 ∙ 162 + 3 ∙ 16 + 8 ∙ 1 B = 11

C används för talet 12.

E används för talet 14.

1 010 110

1      2      6

���������
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1

1352	 Skriv 40tio med basen

a)	två		  c)	 sju

b)	fem		  d)	tolv

1353	 Basen sexton används ibland i dator-
sammanhang. Talen 10, 11, 12, 13, 14  
och 15 representeras då av ”siffrorna”  
A, B, C, D, E och F.

a)	Skriv 25sexton  med basen tio.

b)	Skriv 2Bsexton  med basen tio.

c)	 Skriv 17tio  med basen sexton.

d)	Skriv 31tio  med basen sexton.

1354	 Vi uppfinner ett enkelt talsystem som  
inte är ett positionssystem. Talsystemet  
innehåller tre ”siffror”:

    = 64    	  ¤  = 8     	 ◊  = 1

Talsystem är additivt. Det betyder att   
 ¤ ◊ ◊ ◊ =  
= 64 + 64 + 8 + 1 + 1 + 1 = 139 

a)	� Skriv talet 89 med så få av våra ”siffror” 
som möjligt.

b)	�Beräkna med de nya siffrorna   /(◊◊) 

c)	� Skriv talet 11001två med så få av de  
nya siffrorna som möjligt.

1355	 a)	Skriv 31fyra med basen sju.

b)	Skriv 31sju med basen fyra.

1356	 a)	� Skriv talet 1011001100två  
med basen åtta.

b)	Skriv talet 413åtta med basen två.

1357	 Vilket är det största 3-siffriga talet i basen 
16 och vilket tal motsvarar det i basen 10?

1358	 Vilken siffra är X?

a)	10X3fyra = 113åtta

b)	1202fyra = 1XXåtta

1359	 Omvandla 427tio till ett tal med basen

a)	fem				    b)	tolv

2

1360	 Vilken är basen b?

a)	73tio =  201b 

b)	330tio =  406b 

1361	 a)	Skriv 1001010010100två med basen 16.

b)	Skriv 5A3sexton med basen två.

1362	 Skriv det binära talet 1100101010två

a)	som ett decimalt tal

b)	som ett oktalt tal

c)	 som ett hexadecimalt tal.

1363	 Bestäm siffrorna  X och  Y så att likheten

X54tolv = 24 Y4sju    gäller.

1364	 Undersök om det finns några talbaser 
 x  och  y  sådana att 101x = 11010y

3

1365	 Ett tal i bas 10 är delbart med tre om 
siffersumman är delbar med tre. 

Gäller denna regel även andra talbaser? 
Motivera.

1366	 Förenkla 

a)	656åtta + ABCsexton  (mod 10)

b)	444fem ∙ 333fyra  (mod 5)

1367	 Beräkna summan med hjälp av 
uppställningen

       10101två

      11000två

  + 10011två
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När vi ska konvertera mellan olika talbaser är det ofta mer effektivt  
att arbeta med digitala verktyg än att arbeta för hand.
Vi kan skriva följande kod för att konvertera från decimaltal  
till binära tal: 

from math import *
n = int(input("Vilket decimalt tal vill du skriva i binär form"))
binartal = [ ]		  #Skapar en tom lista
while n > 0:
    binartal.insert(0, n%2)	 #Lägger till resten först i listan
    n = n//2		  #Heltalskvoten vid division med 2
print("Talet skrivs", binartal, "i binär form.")

Programmering
Byta talbas

Lös följande uppgifter med hjälp av programmering. Syftet är att du ska  
utveckla din problemlösningsförmåga och därför är det lämpligt att du  
följer alla stegen i strategin. 

1	 Skriv programmet i exemplet. Kör det och 
kontrollera att det fungerar.

2	 Ändra i programmet så att det skriver om från 
decimala tal till oktala tal (bas 8).

3	 Ändra i programmet så att det skriver om från 
binära tal till decimaltal.

4	 Ändra i programmet så att det skriver om från 
oktala tal till hexadecimala tal (bas 16).
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År 1716 låg Sverige i krig. De framgångar som 
den svenska armén tidigare visat upp hade vänts 
mot nederlag. Ekonomin var körd i botten, landet 
led av missväxt och svält. Ett allt större missnöje 
bredde ut sig.

Kung Karl XII, som var matematiskt intresserad, 
kallade då till sig några av landets mest 
framstående vetenskapsmän. Men inte för att 
försöka lösa missförhållandena, utan för att 
förändra räknekonsten – han ville införa ett nytt 
talsystem med basen 64.

En av vetenskapsmännen, Emanuel Swedenborg, 
lyckades till slut övertala kungen om att välja en 
mindre bas eftersom 64 skulle vara för besvärligt, 
man skulle bland annat behöva ha 64 siffror. 

I stället föreslog Swedenborg efter några år ett 
positionssystem med basen 8 där sifforna 0–7 
ersattes med bokstäverna o, l, s, n, m, t, f och v. 

Talet 8tio skrevs lo, talet 9tio skrevs ls, talet 16tio 
skrevs so osv.

Bilder önskas, 
t.ex: på Kalle och 
Emmanuel i tavelramar  
+ kanske en "tidsbild" 
kängst ner på sidan.

Historik
64 blev 8 blev ingenting

En sida ur Swedenborgs opublicerade bok ”En ny rekenkonst som växlas wid 8 i stelle then 
vahnliga wid talet 10” (1718) 

Tabellen innehåller ett räknefel, kan du hitta det?

1	 Skriv följande decimala tal i Swedenborgs 
talsystem.

a)	28						     c)	 104

b)	75						     d)	628

2	 Beräkna. Svara med ett decimaltal.

a)	 lm + nt				   c)	 nov – lvs

b)	sln + lf				    d)	m ∙ lt

3	 Vilket tal i bas 10 uttalas i Swedenborgs 
talsystem som 

a)	tys					     c)	 nomul 

b)	vu						     d)	lalelilolulyl?

4	 Vilka fördelar kan du se med bas 8 respektive 
bas 64 jämfört med bas 10?

5	 En tänkt fördel med Swedenborgs talsystem 
var alltså att det skulle bli lättare att diskutera 
matematik och redovisa beräkningar muntligt.

Skriv en beräkning i Swedenborgs talsystem, 
innehållande minst två av räknesätten 
addition, subtraktion, multiplikation eller 
division, och presentera det muntligt för en 
kompis eller klassen.

Talen uttalades inte riktigt som de skrevs.  
I stället sköts en vokal in mellan konsonanterna. 
y uttalades efter åttatalssiffran, u efter 
sextiofyratalssiffran osv. med vokalerna o, i, e 
och a. På så sätt kunde man få grepp om talets 
storleksordning bara genom att lyssna på den 
första stavelsen i talet.

Talet 9tio skevs ls men uttalades lys. Talet 67tio skrevs 
lon men uttalades lus (o:et för 0 uttalades inte).

Kungen hann aldrig ta del av förslaget. Han dog 
i strid kort efter att Swedenborg presenterat det 
nya talsystemet och tyvärr (eller kanske som tur 
är) började det aldrig att användas.

Emanauel Swedenborg (1688–1772)



Historik
64 blev 8 blev ingenting

En sida ur Swedenborgs opublicerade bok ”En ny rekenkonst som växlas wid 8 i stelle then 
vahnliga wid talet 10” (1718) 

Tabellen innehåller ett räknefel, kan du hitta det?
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	 1.4	 Talföljder
Inledning

	 talföljd	 En talföljd är en följd av tal i en bestämd ordning, ibland enligt  
en bestämd regel. 

	 Exempel 1	 Talföljden (2, 3, 5, 7, 11) utgörs av de fem första primtalen.

Varje tal i en talföljd har ett bestämt ordningsnummer. Ofta namnger  
man talföljdens tal, eller element, med en bokstav och ett index  
som anger ordningsnummer.
Talföljdens fem element kan skrivas
a1 = 2        a2 = 3        a3 = 5        a4 = 7        a5 = 11

	 Exempel 2	 Talföljden (1, 4, 9, 16, 25, …, 100) består av tio element.
Om  an anger tal nummer  n  i talföljden får vi att
a1 = 12 = 1        a2 = 22 = 4        a3 = 32 = 9        a10 = 102 = 100
Vi ser att talföljden kan beskrivas av formeln
an = n2, där  n = 1, 2, 3, … , 10.
En sådan formel, för det  n:te elementet  an, kallas en explicit formel  
eller en sluten formel.

	 Exempel 3	 Talföljden (15, 20, 25, 30, 35, …) är oändlig. Det betyder att  
ordningsnumret  n  kan anta hur stora värden som helst.
Vi ser att 
a2 – a1 = 20 – 15 = 5        a3 – a2 = 25 – 20 = 5        a4 – a3 = 30 – 25 = 5

Differensen mellan ett tal och det närmast föregående talet är  
här konstant. En sådan talföljd kallas aritmetisk.
Om vi kallar differensen  d  ser vi även att
a2 = a1 + d = 15 + 5 = 20
a3 = a1 + 2 ∙ d = 15 + 2 ∙ 5 = 25
a4 = a1 + 3 ∙ d = 15 + 3 ∙ 5 = 30
Talföljden kan beskrivas med formeln
an = 15 + (n – 1) ∙ 5  vilket kan skrivas om till  
an = 10 + 5n,  där n = 1, 2, 3, …

Allmänt gäller:

En aritmetisk talföljd med det första talet a1 och differensen d  
kan skrivas

an = a1 + (n – 1) ∙ d,  där n = 1, 2, 3, …

element

explicit formel

aritmetisk talföljd

Dessa tre prickar indikerar att n 
löper över alla naturliga tal.

Formel för  
aritmetisk talföljd



	 Exempel 4	 Vi studerar talföljden (5, 10, 20, 40, 80, … ).
Vi ser att
a
a

2

1

 = 10
5

 = 2        
a
a

3

2

 = 20
10

 = 2        
a
a

4

3

 = 40
20

 = 2

Kvoten mellan ett tal och det närmast föregående talet är här konstant. 
En sådan talföljd kallas geometrisk.

Om vi kallar kvoten  k  ser vi även att
a2 = a1 ∙ k = 5 ∙ 2 = 10        a3 = a1 ∙ k2 = 5 ∙ 4 = 20        a4 = a1 ∙ k3 = 5 ∙ 8 = 40

Talföljden kan alltså beskrivas med formeln  an = 5 ∙ 2n – 1, där  n = 1, 2, 3, …

Allmänt gäller:

En geometrisk talföljd med det första talet a1 och kvoten k kan skrivas

an = a1 ∙ k
n – 1 där n = 1, 2, 3, …

	 1401	 En talföljd skrivs  an = 12 + 5n, där n = 1, 2, 3, …

a)	 Ange de tre första talen i talföljden.

b)	 Undersök om talet 137 ingår i talföljden. 

a)	 Det n:te talet		  an = 12 + 5n

	 Det 1:a talet		  a1 = 12 + 5 ∙ 1 = 17

	 Det 2:a talet		  a2 = 12 + 5 ∙ 2 = 22

	 Det 3:e talet		  a3 = 12 + 5 ∙ 3 = 27

b)	 Vi undersöker om ekvationen 12 + 5n = 137 har en heltalslösning.

	 12 + 5n = 137  ⇔  5n = 125  ⇔  n = 25

	 Ja, talet 137 ingår i talföljden, a25 = 137.

	 1402	 Beskriv talföljden 1, 3, 5, 7, 9, …   med en explicit formel.

Vi ser att differensen  d  mellan ett tal och det närmast föregående talet är konstant 
d = 3 – 1 = 5 – 3 = 7 – 5 = ... = 2

Alltså är talföljden aritmetisk och kan skrivas 
an = a1 + (n – 1)d = 1 + (n – 1) ∙ 2 = 2n – 1

Svar:  Talföljden beskrivs med formeln  an = 2n – 1.

geometrisk 
talföljd

Formel för 
geometrisk talföljd
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1

1404	 Ange de fem första talen i den talföljd där

a)	an = 3n + 2			   c)	 an = 12
n

b)	an = 5n – 15			   d)	an = n2 + 4

1405	 I en aritmetisk talföljd är det första talet  
45 och differensen 10. Bestäm

a)	de fem första talen

b)	det 20:e talet.

1406	 Beskriv talföljden 2, 4, 6, 8, 10, … med  
en explicit formel.

1407	 Skriv de fem första talen i den geometriska 
talföljd där

a)	första talet är 8 och kvoten är 3

b)	a = 80  o ch k = 0,5

c)	 an = 16 · 1,5n – 1

	 1403	 Vi utgår från den geometriska talföljden 20, 60, 180, …, 393 660.

a)	 Beräkna det åttonde talet.

b)	 Hur många element finns det i talföljden?

a)	 an = a1 ∙ kn – 1 med  n = 8, a1 = 20  och  k = 60
20

 = 3  ger

	 a8 = 20 ∙ 38 – 1 = 20 ∙ 37 = 43 740

	 Svar:  Det åttonde talet är 43 740.

b)	 20 ∙ 3n – 1 = 393 660

	 3n – 1 = 393 660
20

	 (n – 1) ∙ lg 3 = lg 393 660
20

	 n – 1 = 
lg

lg

393 660
20
3

	 n = 10

	 Svar:  Det finns 10 element i talföljden.

Vi logaritmerar båda leden.

1408	 Visa att tredje elementen är lika i 
talföljderna  an = n2 + 3  och  bn = 2n + 4.

1409	 Vilket ordningsnummer har talet 132  
i den talföljd som definieras av

a)	an = 8n + 4			   b)	an = n2 – 12?

1410	 Beskriv talföljderna med en explicit formel.

Ange även om talföljden är aritmetisk, 
geometrisk eller ingetdera.

a)	6, 12, 18, 24, 30, …

b)	1, 3, 9, 27, 81, …

c)	 –1, –4, –7, –10, –13, …

d)	1, 8, 27, 64, 125, …

e)	 2, 5, 10, 17, 26, …

f)	 –1, 1, –1, 1, –1, …

1411	 Undersök om de fyra första elementen är

	 lika i talföljderna  an = n n2 2
2
� �  och 

	 bn = 2n – 1



2

1412	 Undersök om talet 850 ingår i talföljden. 
Bestäm i så fall talets ordningsnummer.

a)	an = 12n + 28

b)	an = n2 + 10n + 34 

1413	 Hur många av talen i talföljden  
1,05,  1,052,  1,053,  1,054, …  
är mindre än 50?

1414	� Bestäm talet  x, om talen  8 + x,  10  och   
3 + 2x  är tre på varandra följande tal  
i en aritmetisk talföljd.

1415	 Beskriv talföljderna med en explicit formel 
för det n:te elementet  an.

a)	 4
3

5
4

6
5

7
6

8
7

, , , , , ...

b)	1, 1
2

1
4

1
8

1
16

, , , , ...
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1416	 Bestäm de sex första talen i en geometrisk 
talföljd där  a3 = 20  och  a6 = 1 280.

1417	 Skriv en explicit formel för  vn där  
 vn är storleken av en vinkel i en 
regelbunden  n-hörning  
(n ≥ 3).

3

1418	 En formel för antal diagonaler  Dn i en 
n-hörning kan skrivas  Dn = an2 + bn.

Bestäm talen  a och b.

1419	 I en aritmetisk talföljd är  a10  =  20  och  	
a20 = 10.

	 Skriv en explicit formel för an och 
beräkna  a55
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Rekursiva talföljder
I föregående avsnitt bestämde vi olika talföljder med hjälp av  
en explicit formel. Ett annat sätt att definiera en talföljd är att  
ge ett startvärde och en formel som anger hur nästa tal ska  
beräknas. En formel där ett element beräknas ur ett eller flera  
av de föregående elementen kallas en rekursionsformel.

	 Exempel 1	 En talföljd definieras av rekursionsformeln  
an + 1 = an + 3  och  a1 = 4, där  n = 1, 2, 3, …
Startvärdet a1 = 4
Vi får
a2 = a1 + 3 = 4 + 3 = 7
a3 = a2 + 3 = 7 + 3 = 10
a4 = a3 + 3 = 10 + 3 = 13

Talföljden 4, 7, 10, 13, … är aritmetisk. Den kan även beskrivas med  
de explicita formlerna  an = 4 + (n – 1) ∙ 3  eller  an = 3n + 1.

	 Exempel 2	

              nr 1                                 nr 2                                  nr 3                                 nr 4

Om mönstret fortsätter i all oändlighet får man en figur som kallas  
Sierpińskis triangel, efter den polske matematikern  
Wacław Sierpiński (1882–1969). 

Antal färgade trianglar i figur nr n kallar vi för an. 

Vi får talföljden 
a1 = 1          a2 = 3          a3 = 9          a4 = 27       …

Vi kan definiera talföljden med rekursionsformeln 
an + 1 = an ∙ 3  och  a1 = 1,  där  n = 1, 2, 3, …

Vi kan också skriva talföljden som   
a1 = 30        a2 = 31        a3 = 32        a4 = 33        …

Talföljden är geometrisk och kan även beskrivas med  
den explicita formeln  an = 3n – 1

Allmänt kan rekursionsformeln för en 
• aritmetisk talföljd skrivas    an = an – 1 + d
• geometrisk talföljd skrivas  an = k ∙ an – 1

rekursionsformel



	 1420	 Bestäm de fyra första talen i talföljden som definieras av  
an + 1 = 2an + 1  och  a1 = 3

Det första talet  a1 = 3

Det andra talet  a2 = 2a1 + 1 = 2 ∙ 3 + 1 = 7

Det tredje talet  a3 = 2a2 + 1 = 2 ∙ 7 + 1 = 15

Det fjärde talet  a4 = 2a3 + 1 = 2 ∙ 15 + 1 = 31

	 1421	 En talföljd definieras av  a1 = 1, a2 = 1  och  an + 2 = an + 3an + 1 

Visa att det fjärde och femte elementet är primtal.

Det första och andra elementet	 a1 = a2 = 1

Det tredje elementet					    a3 = a1 + 3a2 = 1 + 3 ∙ 1 = 4

Det fjärde elementet					    a4 = a2 + 3a3 = 1 + 3 ∙ 4 = 13

Det femte elementet					    a5 = a3 + 3a4 = 4 + 3 ∙ 13 = 43

Det fjärde elementet är 13 och det femte elementet är 43,  
vilka vi känner igen som primtal.

	 1422	

Figurerna visar svarta och vita kvadratiska plattor placerade  
i ett rektangulärt mönster. Fler rektanglar kan bildas enligt  
samma mönster.

Kalla antalet svarta plattor i figur n  för an.

a)	 Bestäm en rekursionsformel för talföljden  a1, a2, a3, …

b)	 Bestäm en explicit formel för talföljden  a1, a2, a3, …

a)	 Figurerna ger  a1 = 10, a2 = 14, a3 = 18, ...

	 Differensen d mellan ett tal och det närmast föregående  
	 talet är konstant.  d = 14 – 10 = 18 – 14 = 4

	 Talföljden är aritmetisk. Vi kan beskriva den med  
	 rekursionsformeln   an = an – 1 + 4  och  a1 = 10.

b)	 Vi kan beskriva talföljden med den explicita formeln  
	 an = 10 + (n – 1) ∙ 4	    där  n = 1, 2, 3, …

	 Formeln kan även skrivas 
	 an = 4n + 6	    där  n = 1, 2, 3, …

figur 1             figur 2                 figur 3
.  .  .
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2

1431	 En talföljd beskrivs av  an + 1 = an + (n + 1)2  
och  a1 = 1.

a)	Bestäm  a3  och  a4 

b)	Förklara vad  a100 betyder i detta  
	 sammanhang.

1432	 En talföljd beskrivs med formeln  
an + 1 = an + 5

Summan av det femte och sjätte talet är 59.

Bestäm det första talet  a1.

1433	 Talföljden  = +a
a

an
n

n + 




1 0 5 12, ,  a1 =  3 

	 ger en följd av tal som ger ett allt bättre 
närmevärde till   12 .

a)	Beräkna a3  och jämför med   12 .

b)	Vad blir  an + 1  om  an  =  12  ?

c)	� Hur ska vi ändra formeln om vi i stället 
vill ha ett ungefärligt värde på   23  ?  
Motivera.

d)	�Beräkna med formeln i c) ett  
närmevärde till   23  med tre gällande 
siffror.

1434

	 Anta att det finns  an  vita trianglar i 
Sierpińskitriangel nummer  n. 

Skriv en rekursionsformel som ger antalet 
vita trianglar, an + 1, i Sierpińskitriangel 
nummer  n + 1.

3

1435	 En talföljd definieras rekursivt av 

	 pn = pn – 1 · (1,4 – 
pn – 1

75 ) ,  p0 = 10

a)	Beräkna  p1, p2  och  p3

b)	�Undersök vad som händer med  pn  
för stora  n.

1

1423	 En talföljd definieras av an + 1 = 2an – 1  
och  a1 = 5, där n = 1, 2, 3, ...

Bestäm  a2  och  a3.

1424	 Bestäm de fem första talen i den talföljd där

a)	an + 1 = 2an + 3  och  a1 = 6

b)	an + 1 = an + n  och  a1 = 5

c)	 an + 1 = an
2 – 2  och  a1 = 2

1425	 Beskriv talföljden med en rekursionsformel.

a)	10, 13, 16, 19, …

b)	5, 15, 45, 135, …

c)	 20, 15, 10, 5, 0, …

1426	 Bestäm  a5 om

a)	a1 = 3, a2 = 1  och  an + 2 = an + 1 + 2an

b)	a1 = 1, a2 = 2  och  an + 2 = an + 1 + an

1427	 En talföljd definieras av formeln
an = 4 · 1,5n – 1

Skriv en rekursionsformel som ger  an + 1  
om vi vet  an 

1428	 En talföljd är definierad rekursivt på 
följande sätt:

a

a a n nn n

0

1

5

1 2 3

�

� � �
�
�
�

�� � , , , ...

Bestäm  a2  och  a3.

1429	 Ange en explicit formel för det  n:te 
elementet  an i talföljden som defineras

a)	an + 1 = 2an  och  a1 = 2

b)	an + 1 = 3an  och  a1 = 1

c)	 an + 1 = an + 5  och  a1 = 5

d)	an + 1 = 3an – 2  och  a1 = 4

1430	 Ange en explicit formel och en rekursions-
formel för antalet punkter i figur nummer n.

2 2

1 2 3 4
. . .  



1	 a)	� Hur högt är trädet efter 1 år, 2 år, 3 år  
respektive 4 år? Gör en tabell.

b)	�Ställ upp ett uttryck för trädets höjd  hn cm  
efter  n år.

c)	 Hur högt blir trädet då det är riktigt 
gammalt, dvs. vad blir  lim

n
 hn?

2	 a)	Ställ upp ett uttryck för trädets bredd  bn cm   
	 efter  n år. 

b)	Vad händer med bredden då  n växer 
obegränsat?

3	 a)	Vilken är den sammanlagda längden av  
	 trädet och alla grenarna efter 1 år, 2 år, 3 år  
	 och 4 år?

b)	�Finn ett uttryck för sammanlagda längden  
gn cm  efter  n år. 

c)	 Vad händer med den sammanlagda 
längden då  n växer obegränsat?

I den här aktiviteten ska du använda en talföljd som modell för en  
konkret situation.
Syftet är bland annat att du ska se vad som kan hända med en talföljd  
då antalet element växer obegränsat. 

Tänk dig att du har planterat ett träd.
Första året växer trädet 100 cm rakt upp. 
Andra året växer det i toppen ut tre grenar som vardera är 40 cm långa. 
Tredje året växer det i spetsen av varje gren ut tre nya grenar, 
som vardera är 3/5 ∙ 40 cm = 24 cm.

Detta upprepas de följande åren, så att längden av varje ny gren  
är 3/5 av den tidigare grenens längd.

3 år2 år1 år

100

(cm)

Aktivitet
Hur högt blir trädet?
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En dag i slutet av 1780-talet gav en skollärare i Tyskland sina elever  
i uppgift att addera de hundra första positiva heltalen, alltså  
1 + 2 + 3 + … + 98 + 99 + 100

Efter en kort stund kom en pojke fram till läraren med svaret 5 050.

Läraren blev mycket förvånad eftersom han hade förväntat sig att 
uppgiften skulle sysselsätta eleverna lång tid. Lärarens förvåning  
ökade än mer då pojken förklarade hur han kommit fram till svaret:

”Man lägger ihop första och sista talet. 1 + 100 ger summan 101.
Man lägger ihop andra och näst sista talet. 2 + 99 ger summan 101.

Jag får 50 sådana summor och 50 gånger 101 är lika med 5 050.”

Eleven hette Carl Friedrich Gauss och han blev en av alla tiders  
största matematiker. När han som barn beräknade summan av de 
hundra första positiva heltalen använde han sig av en lösningsmetod 
som finns i formeln för en aritmetisk summa.

Summan av en aritmetisk talföljd med n element är

sn = 
n a an1

2

Vi kan bevisa formeln genom att använda oss av Gauss metod.
Bevis:
Varje element i en aritmetisk talföljd med differensen  d kan med  
en rekursionsformel skrivas  an = a1 + (n – 1)d

Summan av  n element i en aritmetisk talföljd med det första 
elementet  a1 och differensen  d kan skrivas
sn = a1 + a2 + … an – 1 + an =  a1 + (a1 + d) + (a1 + 2d) … +
+ (a1 + (n – 2)d) + (a1 + (n – 1)d)

Summan av första och sista termen är a1 + (a1 + (n – 1)d) = a1 + an

Summan av andra och näst sista termen är  
(a1 + d) + (a1 + (n – 2)d) = a1 + (a1 + (n – 1)d) = a1 + an 

Om vi fortsätter på samma sätt får vi  n/2 summor a1 + an 

Alltså är den totala summan  sn = 
n a an� �� �1

2
V.S.B.

Summan av  
en aritmetisk  

talföljd

Historik
Summan av en aritmetisk talföljd



Historik
Rubrik Special

RELEVANS

1	 I en aritmetisk talföljd är det första talet 45 
och differensen 5.

Bestäm 

a) det 20:e talet

b) summan av de 20 första talen.

2	 Beräkna

a)	  ∑  (5k + 2)	 	 b)	 ∑  (250 – 10k)	

3	 Utgå från talföljden

1 + 3 + 5 + … + 197 + 199 

a)	Beskriv följden med en rekursionsformel.

b)	Beskriv följden med en explicit formel.

c)	� Skriv summan av talföljden med hjälp av ett 
summatecken.

k = 1 

24

k = 1 

20

Ibland kan vi enkelt skriva en summa av många termer 
med hjälp av summatecknet ∑ (sigma).

T.ex. 1 + 2 + 3 + … + 98 + 99 + 100 =  ∑ k

Hur beräknar vi summan ∑  (3k + 5)?

Summan består av 20 termer.
Första termen	a1 = 3 ∙ 1 + 5 = 8
Andra termen	a2 = 3 ∙ 2 + 5 = 11 
…
Sista termen		  a20 = 3 ∙ 20 + 5 = 65

Formeln för aritmetisk summa ger

s20 = 20 8 65
2

� �( ) = 730

Carl Friedrich Gauss utvecklade många olika delar av matematiken 
under sitt liv, t.ex. geometri, algebra och funktionslära. Inom talteorin 
lanserade han begreppet kongruens och införde då ett likhetstecken 
med tre vågräta streck. Gauss arbetade även mycket med primtal.  
Han kunde bland annat bevisa aritmetikens fundamentalsats, alltså 
att varje naturligt tal kan skrivas som en produkt av primtal på ett och 
endast ett sätt.

Carl Friedrich Gauss 
(1777–1855)

Exempel
k = 1 

100

k = 1 

20

4	 Skriv med summatecken och beräkna 

12  + 15 + 18 + 21 + ... + 42

5	 Efter Gauss död fann man att han hade 
studerat en lång rad matematiska satser och 
problem utan att publicera dem.

Bland annat skrev han: 

”Antalet primtal, mindre än ett visst tal n,  
är ungefär lika med n dividerat med den 
naturliga logaritmen för n. Jag har ännu inte 
kunnat bevisa denna sats, men den är så enkel 
så den måste vara riktig.”

Undersök om satsen gäller för

a)	n = 50		  b)	n = 100		 b)	n = 1 000
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Geometriska talföljder kan användas för att beskriva olika  
situationer inom t.ex. naturvetenskap, ekonomi och 
samhällsvetenskap. Vi fokuserar här på naturvetenskapliga 
tillämpningar och börjar med att presentera och bevisa  
en formel för summan av en geometrisk talföljd.

Summan av en geometrisk talföljd med  
n element och kvoten  k är

sn = a k
k

n

1

1
1

−
−

  (k ≠ 1)

Bevis:
Summan av n element i en geometrisk talföljd med det första 
elementet a1 och kvoten  k kan skrivas
sn = a1 + a1k + a1k2 +  … + a1kn – 3 +  a1kn – 2 + a1kn – 1     (1)

Vi multiplicerar båda leden med  k:
ksn = a1k  + a1k2 + a1k3 +  … + a1kn – 2 +  a1kn – 1+ a1kn   (2)

Vi ser att nästan alla termer är identiska i de båda högerleden.
Vi subtraherar ekvation (1) från ekvation (2).
ksn − sn = a1kn − a1
sn(k – 1) = a1(kn − 1) 

sn = a k
k

n

1
1
1

−
−

V.S.B.

	 Exempel 1	 Hur beräknar vi den geometriska summan  
50 + 50 ∙ 1,1 + 50 ∙ 1,12 + … + 50 ∙ 1,112?
Den första termen  a1 = 50, kvoten  k = 1,1 och antal termer  n = 13.
Vi använder formeln ovan.

s13 = 50 15 1 1 1
1 1 1

13,
,

−
−

= 1 226,13… ≈ 1 226

Summan av  
en geometrisk  

talföljd

Vi löser ut sn

Summan av en geometrisk talföljd
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	 Exempel 2	 En patient får var fjärde timme medicin  
i form av en tablett med 100 mg av  
en verksam substans. När 4 timmar  
har gått finns det fortfarande 75 % 
 av den verksamma substansen  
från tabletten kvar i patientens blod. 
Anta att medicineringen fortsätter  
på detta sätt.
Hur stor mängd av den verksamma  
substansen har patienten i blodet  
direkt efter 
a) 3 tabletter		  b)	 10 tabletter?

a) �Efter 3 tabletter är mängden  M  
summan av det som finns kvar  
av alla tre tabletterna.

	 Den tredje tabletten: 100 mg			 (allt finns kvar)
	 Den andra tabletten: 100 · 0,75 mg	 (75 % av 100 mg)
	 Den första tabletten: 100 · 0,752 mg	(75 % av 100 · 0,75 mg)

	 M = 100 + 100 ∙ 0,75 + 100 ∙ 0,752

	        3:e tab.     2:a tab.	           1:a tab.
	 M ≈ 230
	 Svar:  Efter 3 tabletter finns 230 mg i blodet.

b) �Efter 10 tabletter är mängden  M summan av den tionde,  
sista tabletten och det som finns kvar av de övriga nio tabletterna.

	 M = 100 + 100 ∙ 0,75 + 100 ∙ 0,752 + … + 100 ∙ 0,758 + 100 ∙ 0,759

	      10:e tab.     9:e tab.	         8:e tab                    2:a tab             1:a tab

	 Vi beräknar M med formeln för en geometrisk summa 

	 Mn = a k
k

n

1
1
1
�
�

	 där a1 = 100, k = 0,75  och  n = 10

	 Mn = 100 0 75 1
0 75 1

10,
,

�
�

≈ 380

	 Svar:  Efter 10 tabletter finns 380 mg i blodet.



  
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1	 Beräkna den geometriska summan.

a)	� 10 + 10 ∙ 1,02 + 10 ∙ 1,022 + … + 10 ∙ 1,0213

b)	1 000 + 1 000 ∙ 0,8 + … + 1 000 ∙ 0,87

2	 Niklas har fått en öroninfektion. Var sjätte 
timme får han antibiotika i form av en tablett 
på 200 mg. 

När han efter sex timmar får en ny tablett på 
200 mg, återstår 40 % av den gamla dosen i 
blodet.

Vilken mängd antibiotika har Niklas i blodet 
direkt efter att han tagit 

a)	4 tabletter			  b)	8 tabletter?

3	 I ett kärnkraftverk frigörs energi när 
atomkärnor delas. En neutron som träffar 
kärnan av en uranatom delar den i två mindre, 
samtidigt som tre nya neutroner frigörs som 
kan dela andra urankärnor.

	 1:a generationen        2:a generationen

Hur många kärnor kan maximalt delas av  
de hundra första generationerna neutroner?

4	 Det berättas att schackspelets uppfinnare som 
belöning ville ha ett riskorn för den första av 
de 64 rutorna på brädet. För var och en av de 
andra rutorna ville han ha dubbelt så mycket 
som för den föregående.

Är det möjligt att skaffa denna belöning?  
Jämför belöningens vikt med års-
produktionen av ris i världen idag.

Anta att 1 000 riskorn väger ca 30 g och att 
världsproduktionen av ris är ungefär  
600 miljoner ton/år. Motivera ditt svar.

5	 En gummiboll släpps från höjden 6,5 m. 
För varje studs når den 70 % av den tidigare 
höjden. 

Vilken sträcka har bollen rört sig sammanlagt 
när den träffar marken för tionde gången?

6	 Veterinären Elsa behandlar en sjuk häst. 
Första dagen får hästen 10 g av en viss 
medicin, sedan halveras dosen varje dag.

Hur mycket medicin bör Elsa skriva ut recept 
på, om hela behandlingen omfattar en vecka?

7	 En patient tar varje morgon medicin i form av 
en tablett på 20 mg. För varje dygn utsöndrar 
kroppen 50 % av den ursprungliga mängden.

Hur stor mängd av medicinen har patienten  
i kroppen efter lång behandling? 
Motivera ditt svar.

8	 Ett företag planerar att, med början nästa år, 
minska sina utsläpp av ett miljöfarligt ämne 
med 5 % varje år.

Efter hur många år kommer då summan av 
företagets årliga utsläpp att vara tio gånger så 
stort som utsläppen nuvarande år? 
Lös uppgiften algebraiskt.



Leonardo Fibonacci eller Leonardo från Pisa 
(1170–1250) brukar räknas som medeltidens 
störste matematiker.

Under sin uppväxt i Nordafrika och under sina 
resor lärde Fibonacci sig de indiska (arabiska) 
siffrorna och såg de stora fördelar de gav för 
matematiken. År 1202 skrev han den berömda 
boken Liber Abaci (boken om räkning), som 
gjorde honom berömd och bidrog till att de 
krångliga romerska siffrorna allt mer övergavs.

Fibonacci har gett namn åt talföljden  

1,  1,  2,  3,  5,  8,  13,  21,  34,  55,  89,  144, …  

där varje tal är summan av de två föregående.

Talföljden beskrevs i Indien redan på 200-talet f.kr.  
Fibonacci använde talföljden för att beskriva. 
hur antalet kaninpar ökar varje månad, om man 
räknar med att ett kaninpar ger upphov till ett 
nytt kaninpar varje månad (förutom den första 
månaden) samt att inga kaniner dör.

Talföljden har genom åren fascinerat många 
människor, då den dyker upp på de mest oväntade 
ställen.

I spiralmönster hos t.ex. snäckor, kottar och i många 
blommor hittar vi tal ur Fibonaccis talföljd.

a b

Gyllene snittet = a + b
a

1 + 
2

a
b

5
=      =

1

2
3

4
3

4 6

1
1

1
1

1
1

1
1

Pascals kända triangel 
gömmer också Fibbonaccis 
talföljd.

Historik
Fibonaccis talföljd

1	 �I texten ovan ser vi de 12 första elementen i 
Fibonaccis talföljd.

a)	Beräkna de 13:e och 14:e elementen.

b)	Ange en rekursionsformel för talföljden.

2	 �Visa hur Fibonacci kunde koppla talföljden till 
kaninernas fortplantning. 

Starta med ett kaninpar och notera sedan för 
några månader hur många kaninpar du har,  
om de ökar enligt texten ovan. Rita figur.

3	 �Beräkna kvoterna  13/8,  21/13,  34/21  och  
55/34  och jämför med Gyllene snittet.

4	 Studera Pascals triangel.

a)	� Om vi räknar från toppen så har triangeln 
fem horisontella rader. Hur bör den 6:e 
raden se ut?

b)	�Ritar vi om triangeln 
kan vi få:

	 Studera de nya diagonalerna, vad ser du?

1

1  1

1  2  1

1  3  3  1

1  4  6  4  1

Kvoten mellan ett tal och föregående i Fibonaccis talföljd 
närmar sig Gyllene snittet.
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	 1.5	 Mer om matematiska bevis
Motsägelsebevis och motexempel
I början av kapitlet presenterade vi direkta bevis. I ett sådant startar  
vi med en eller flera utgångspunkter. Via ett logiskt resonemang,  
i ett eller flera steg, kommer vi fram till en slutsats om påståendet.

Ibland kan ett direkt bevis vara svårt att genomföra. Därför kan vi  
också behöva andra bevismetoder, t.ex. motsägelsebevis.

När vi, med ett motsägelsebevis, ska bevisa att ett påstående är sant 
så antar vi i stället att påståendet är falskt. Sedan visar vi att detta 
leder till en motsägelse. Eftersom ett påstående antingen är sant eller  
falskt, kan vi dra slutsatsen att påståendet vi skulle bevisa är sant.

	 Exempel	 För över 2 000 år sedan bevisade den grekiske matematikern Euklides,  
med ett motsägelsebevis att antalet primtal är oändligt många.

Påstående: 
Antal primtal är oändligt många.

Bevis:
Anta att påståendet är falskt, alltså att  
antalet primtal inte är oändligt, utan ändligt  
många. Det betyder i sin tur att vi också kan  
räkna upp alla primtal:  p1, p2, …, pn

Vi bildar talet  N = p1 ∙ p2 ∙ …, ∙ pn + 1

Om vi dividerar  N  med  p1, p2 … pn  är resten alltid 1. 
Detta innebär att  N  inte är delbart med något av  
primtalen p1, p2, … pn. 

Antingen måste  N  vara ytterligare ett primtal  
eller så finns det primtal som är delare i  N  och som  
inte är bland  p1, p2, …, pn

Detta motsäger antagandet att antalet primtal är  
ändligt och att  p1, p2, …, pn är alla primtal.

Antagandet måste vara falskt, vilket innebär att  
påståendet är sant.
Antal primtal är oändligt många.
V.S.B.

motsägelse- 
bevis



Ibland kan ett bevis vara mycket kort. Några exempel:
◗  �När vi ska bevisa att ”det finns värden” för vilket ett påstående är sant  

så räcker det som bevis att vi kan presentera ett enda exempel  
där påståendet är sant.

◗  �När det sägs att ett påstående är sant för ”alla” värden kan vi bevisa  
att påstående är falskt genom att presentera ett enda motexempel. 

	 1501	 a, b  och  c  är tre reella tal sådana att  abc = –10.

Påstående: Minst ett av talen måste vara negativt.

Visa med ett motsägelsebevis att påståendet är sant.

Bevis: 
Vi antar att påståendet är falskt vilket innebär att inget av talen  
är negativt, dvs. alla talen är positiva.

Detta ger att  abc ≥ 0  vilket motsäger att  abc = –10.

Vårt antagande att påståendet är falskt, leder till en motsägelse.

Detta innebär att påståendet är sant. 
Minst ett av talen måste vara negativt.

V.S.B.

	 1502	 Bevisa med ett motsägelsebevis påståendet

”Det finns inga heltal  a  och  b  sådana att  a2 = 2b2.”

Bevis:
Vi antar att påståendet är falskt, vilket innebär att påståendet

”Det finns heltal  a  och  b  sådana att  a2 = 2b2.” är sant.

Vi visar att detta leder till en motsägelse.

Likheten kan skrivas a
b

2

2
 = 2. Vi drar roten ur båda leden.

a
b

 = ± 2

Detta är en motsägelse till att  a  och  b  är heltal eftersom ± 2   
är ett irrationellt tal som inte kan skrivas som kvoten av två heltal.

Det ursprungliga påståendet ”Det finns inga heltal  a  och  b  sådana att   
a2 = 2b2.”  är alltså sant.

V.S.B.
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1

1503	 Bevisa påståendet P med ett motsägelsebevis.

a)	P: �Det finns inga trianglar med två 
trubbiga vinklar.

b)	P: �Om a och b är två heltal sådana att 
a + 5b = 0 så måste talen ha olika 
tecken.

c)	 P: �Det finns inga rätvinkliga trianglar 
där längden på sidorna förhåller sig 
som 5 : 6 : 8. 

1504	 Bevisa påståendet genom att ge ett 
exempel där påståendet är sant.

a)	� Det finns heltal som är lösning till 
ekvationen  x2 – 2x – 8 = 0.

b)	�Det finns tredjegradsekvationer som  
har tre negativa heltalsrötter.

1505	 a)	� Visa att 4n – 1 är primtal då n = 1, n = 3 
och n = 5.

b)	�Påstående: 
”n är ett udda tal  ⇒  4n – 1  
är ett primtal.”

	� Bevisa att påståendet är falskt genom 
att ge ett motexempel.

1506	 Summan 9 + 11 + 13 + 15 består av fyra

	 termer och kan skrivas ∑  (2k + 7).

Bevisa följande påstående:

”Termen 94 ingår inte i summan

 ∑  (2k + 7).”

1507	 Euklides bevisade att antalet primtal är 
oändligt med ett motsägelsebevis, som vi 
visade i det inledande exemplet.

Vi antar t.ex. att bara primtalen 2, 3, 5 och 
7 finns.

Bilda talet  n = 2 ∙ 3 ∙ 5 ∙ 7 + 1

Förklara varför  n  måste vara ytterligare 
ett primtal och varför vårt antagande är fel.

k = 1 

4

k = 1 

60

1508	 En talföljd är definierad rekursivt på 
följande sätt:

a

a an n

1

1

3

2

�

� �
�
�
�

�� �

Bevisa följande påstående:

”Talet 87 406 ingår inte i talföljden.”
2

1509	 a)	� Bevisa att det finns heltal  x  och  y 
sådana att  x2 = 4y2.

b)	�Bevisa att det inte finns heltal  x  och  y 
sådana att  x2 = 6y2.

1510	 En diagonal är en sträcka mellan två icke 
närliggande hörn i en månghörning.

T.ex. har en kvadrat 2 diagonaler medan 
en åttahörning har 20 diagonaler.

Bevisa att det inte finns någon 
månghörning med 200 diagonaler.

3

1511	 2  är ett irrationellt tal, dvs. det kan inte 

skrivas som ett rationellt tal a
b

 
(a, b heltal, b ≠ 0)

Beviset är ett klassiskt motsägelsebevis.

Anta att   2  = 
a
b

  där  a  och  b  är heltal 

och 
a
b

 är förkortat så långt det går.

Kvadrering av uttrycket ger: 2 = a
b

2

2
, 

vilket ger  2b2 = a2 dvs.  a2  och  därmed   
a  är delbara med 2.

Sätter vi  a = 2k  ger det  2b2 = 4k2  vilket 
kan skrivas  b2 = 2k2, dvs. även  b  måste 
vara delbart med 2.

Vi får en motsägelse mot vårt antagande,

2   måste vara irrationellt.

a)	� Förklara varför både  a2 och  a  är delbart 
med 2 om  2b2 = a2   (a, b heltal).

b)	Varför får vi en motsägelse?

1512	 Två tal,  x  och  y , multipliceras. Bevisa att 
om den ena faktorn ökar med lika många 
procent som den andra faktorn minskar, så 
minskar produkten.
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Indirekta bevis
	 negation, ¬	 Negationen, alltså motsatsen, till ett påstående  P  kan skrivas ¬P.

	 Exempel 1	 P:  ”a är ett jämnt tal” ger negationen ¬P: ”a är ett udda tal”.
Q:  ”a är delbart med 2” ger ¬Q: ”a är inte delbart med 2”.

Vi ser att  a  är ett jämnt tal  ⇒  a är delbart med 2   
är logiskt ekvivalent med  a  är inte delbart med 2  ⇒  a är ett udda tal,  
alltså att  P  ⇒  Q  ⇔  ¬Q  ⇒  ¬P

Detta innebär att vi kan bevisa påståendet  P  ⇒  Q  
genom att i stället bevisa att ¬Q  ⇒  ¬P. 

Den senare implikationen kan ibland vara enklare att visa.

	indirekt bevis	 Denna typ av bevis brukar kallas ett indirekt bevis.

	 Exempel 2	 Anta att  x  är ett reellt tal.
P:  x2 + 5x < 0
Q:  x < 0

Vi ska bevisa påståendet  P  ⇒  Q med ett indirekt bevis.
Vi visar då i stället ¬Q  ⇒  ¬P.
¬Q:  x ≥ 0 
¬P:  x2 + 5x ≥ 0
Om  x = 0, så x2 + 5x = 0.
Om  x > 0, så x2 + 5x > 0  eftersom båda termerna  x2 och 5x  
är positiva om  x är positivt. 
Vi har visat att om ¬Q:  x ≥ 0, så är ¬P:  x2 + 5x ≥ 0.  
Detta ger att om P:  x2 + 5x + 5 < 0, så är Q:  x < 0.
V.S.B.

	 1513	 Bevisa med ett indirekt bevis påståendet:

”Om  n2  är ett jämnt tal så är  n  ett jämnt tal.”

Antagande P:  n2  är ett jämnt tal 
Slutsats Q:	   n  är ett jämnt tal 

Vi bevisar  P  ⇒  Q  genom att visa  ¬Q  ⇒  ¬P 
dvs. n är udda  ⇒  n2 är udda

Bevis: 
n udda ger:  n = 2k + 1   (k heltal) 
n2 = (2n + 1)2 = 4n2 + 4n + 1 = 2(2n2 + 2n) + 1 = 2m + 1   (m heltal) 
n2 är alltså ett udda tal.

n udda  ⇒  n2 är udda  
Detta ger:  n2 är jämnt  ⇒  n är jämnt 

V.S.B.



62	 Bevis och talteori

2

1520	 Påstående: 
”Om produkten av två positiva reella tal är 
större än 100 medför det att minst en av 
faktorerna är större än 10.”

a)	� Formulera med ord:  
¬Q  ⇒  ¬P

b)	�Formulera med matematiska symboler:  
¬Q  och  ¬P

c)	 Bevisa med ett indirekt bevis att  P  ⇒  Q.

1521	 Bevisa att

a)	ab < 0  så är  a  eller  b negativ

b)	x2 = x  så är  x ≥ 0.

1522	 Bevisa att om

a)	7a + 1 är ett jämnt tal så är  a ett udda tal

b)	�a2 – 2a + 7 är ett jämnt tal så är  a  
ett udda tal.

1523	 Pythagoras sats lyder: 
”Om en triangel är rätvinklig så är 
summan av kateternas kvadrater lika med 
hypotenusans kvadrat.”

Låt  A vara den räta vinkeln och använd 
cosinussatsen  a2 = b2 + c2 – 2bc cos A  
för att bevisa Pythagoras sats med ett 
indirekt bevis.

1524	 Visa med indirekt bevis att om x är lösning 
till ekvationen 

 x3 + 3x2 + 7x + 2 = 0    så är  x < 0.

3

1525	 a och b är heltal. Bevisa att a2 – 4b ≠ 2.

A

C

a

Bc

b

1

1514	 Vad är negationen ¬P till 

a)	P:  x + y ≥ 4

b)	P:  a2 + b2 = c2

c)	 P:  Vi spelar fotboll.

d)	P:  Ekvationen saknar reella rötter.

1515	 Antagande  P:  0,5x + 2 ≤ 6 
Slutsats  Q:		    x ≤ 8

a)	� Formulera med matematiska symboler 
¬Q  ⇒  ¬P

b)	�Bevisa indirekt  P  ⇒  Q  genom att visa 
¬Q  ⇒  ¬P

1516	 Antagande  P:  Det är sommar. 
Slutsats  Q:		   Vi spelar fotboll.

Anta att  P  ⇒  Q är sant.

Formulera ¬Q  ⇒ ¬P med ord.

1517	 Visa med ett indirekt bevis att om  x är  
ett heltal så kan inte uttrycket 2x – 5  
ha värdet 6.

1518	 Bevisa med ett indirekt bevis att om   
3n + 2  är udda så är  n udda.

1519	 Beskriv skillnaden mellan ett direkt  
och ett indirekt bevis.



Induktionsbevis
	 Exempel 1	 Vi studerar följande summaformel:

sn = 1
1 2⋅

 + 1
2 3⋅

 + 1
3 4⋅

 + … + 1
1n n( )+

Vi beräknar  sn för  n = 1, 2, 3 och 4:

s1 = 1
1 2⋅

 = 1
2

  och  s2 = 1
1 2⋅

 + 1
2 3⋅

 = 1
2

 + 1
6

 = 2
3

På liknande sätt får vi  s3 = 3
4

 och  s4 = 4
5

Vi ser att summorna verkar kunna beräknas med formeln  sn = n
n + 1

Kan vi vara säkra på att formeln gäller för alla positiva heltal  n?
Svaret är nej, vi kan inte vara säkra bara för att vi ser ett mönster.
Vi måste bevisa formeln och presenterar här en typ av bevis som  
fungerar på följande sätt:

1  Induktionsbasen

Vi visar först att att formeln gäller i enklast möjliga fall,  
i detta fall för  n = 1.

2  Induktionsantagandet

Därefter antar vi att formeln gäller för ett godtyckligt fall, n = p.

3  Induktionssteget

Slutligen visar vi att om påståendet gäller för ett godtyckligt  
fall,  n = p,  så gäller det även för  n = p + 1.

Av punkterna 1–3 följer att:
Formeln gäller för  n = 1.
Och om den gäller för  n = 1, så gäller den för  n = 2.
Och om den gäller för  n = 2, så gäller den för  n = 3 osv.
Formeln gäller för alla positiva heltal  n.

Denna typ av bevis kallas ett induktionsbevis eller ett ”bevis från   
n  till  n + 1”. Induktionsbevis är ett kraftfullt matematiskt verktyg  
som kan användas inom flera olika grenar av matematiken men  
kanske främst för att bevisa olika egenskaper hos talföljder.

Bevisidén kan liknas vid en dominoeffekt.
1  Den första brickan faller.
2  En godtycklig bricka faller.
3  �Om en godtycklig bricka faller så faller också nästa. 

Då faller alla brickorna.

induktionsbevis
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	 Exempel 2	 Vi studerar den aritmetiska talföljden  
4, 8, 12, 16, … 4n

Summan  sn = 4 + 8 + 12 + … + 4n

kan beräknas med formeln för aritmetisk summa 

sn = n n� �( )4 4
2

 = 2n(n + 1)

Vi bevisar att formeln  sn =  2n(n + 1) 
är korrekt med ett induktionsbevis.

1  Induktionsbasen

Vi visar att formeln gäller för  n = 1.
Det första talet är 4.
Formeln  sn = 2n(n + 1) ger  s1 = 2 ∙ 1 ∙ (1 + 1) = 4
Formeln gäller alltså för  n = 1.

2  Induktionsantagandet

Vi antar att formeln gäller för  n = p.
Detta betyder att   
sp = 4 + 8 + 12 + … + 4p = 2p(p + 1)

3  Induktionssteget

Vi visar nu att formeln i så fall även gäller för  n = p + 1.
Formeln  sn = 4 + 8 + 12 + … + 4n  ger för n = p + 1:
sp + 1 = 2(p + 1)((p + 1) + 1) = 2(p + 1)(p + 2)

Detta kan skrivas
4 + 8 + 12 + … + 4p + 4(p + 1) = 2(p + 1)(p + 2)    (1)

Enligt induktionsantagandet kan summan av alla termer utom 
den sista i VL i ekvation (1) ersättas med uttrycket 2p(p + 1).
Vi får
VL = 2p(p + 1) + 4(p + 1) =

       = (p + 1)(2p + 4) =

       = 2(p + 1)(p + 2) = HL
 		
Vi har visat att om formeln gäller för  n = p  så gäller den även  
för  n = p + 1. Detta tillsammans med att den gäller för  n = 1 
är ett bevis att formeln gäller för alla positiva heltal  n ≥ 1.
V.S.B.

Vi bryter ut (p + 1).

Vi bryter ut 2.



	 1526	 Visa med hjälp av induktion att 

1 + 3 + 5 + 7 + … + (2n – 1) = n2  för  n = 1, 2, 3, …  

1.  �För  n = 1  får vi  VL = 2 ∙ 1 – 1 = 1  och  HL = 12 = 1. 
VL = HL, dvs. formeln gäller för  n = 1.

2.  �Vi antar att formeln gäller för  n = p, alltså att 
1 + 3 + 5 + 7 + … + (2p – 1) = p2  

3.  �Vi visar att formeln i så fall gäller för  n = p + 1, alltså att 
1 + 3 + 5 + 7 + … + (2p – 1) + (2p + 1) = (p + 1)2

      VL = p2 + (2p + 1) = p2 + 2p + 1 =

      = (p + 1)2 = HL

Av punkt 1–3 följer att formeln gäller för  n = 1, 2, 3, …

V.S.V.

	 1527	 Bevisa att formeln
1

1 2⋅  + 1
2 3⋅

 + 1
3 4⋅

 + … + 1
1n n( )+

 = n
n + 1

gäller för alla positivs heltal  n.

1.  För  n = 1  får vi VL = 1
1 2⋅

 = 1
2

  och  HL = 1
1 1+

 = 1
2

      VL = HL, dvs. formeln gäller för  n = 1.

2.  Vi antar att formeln gäller för  n = p, alltså att

    1
1 2⋅

 + 1
2 3⋅

 + 1
3 4⋅

 + … + 1
1p p( )+

 = 
p

p + 1

3.  Vi visar att formeln i så fall gäller för  n = p + 1, alltså att

      1
1 2⋅

 + 1
2 3⋅

 + 1
3 4⋅

 + … + 1
1p p( )+

 + 1
1 2( )( )p p+ +

 = 
p
p

+
+

1
2

      VL = 
p

p + 1
 + 1

1 2( )( )p p+ +
 = 

p p1 2� �( )( )
p(p + 2) + 1  = 

      = 
p p
p p

2 2 1
1 2
+ +

+ +( )( )
 = 

( )
( )( )

p
p p

+
+ +

1
1 2

2

 = 
p
p

+
+

1
2

 = HL

Av punkt 1–3 följer att formeln gäller för alla  n = 1, 2, 3, ...

V.S.B.

Enligt antagandet i punkt 2.
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1534	 Studera först följande mönster. Försök 
sedan finna och bevisa en allmän formel.

1 = 1 
1 + 4 = 5 
1 + 4 + 7 = 12 
1 + 4 + 7 + 10 = 22

3

1535	 Du ska beräkna summan

12 + 22 + 32 + … + n2

a)	� Du får tre förslag på hur summan kan 
skrivas. Undersök vilket eller vilka 
förslag som verkar vara rätt.

	 A	 8 6
2

n −

	 B	 n n( )+ 2
3

	 C	 n n n( )( )+ +1 2 1
6

b)	�Visa med ett induktionsbevis att ditt 
resultat i a) stämmer.

1536	 Påstående  P:	  p2 + 5p + 1 är jämnt.

Påstående  Q:	 �(p + 1)2 + 5(p + 1) + 1  
är jämnt.

a)	Visa att  P ⇒  Q

b)	�För vilka  p  gäller att påstående  P  
är sant?

1537	 Beräkna först följande summor för några 
heltalsvärden på  n, t.ex.

n = 1, 2, 3, 4, 5.

Försök sedan finna en formeln för  sn. 

Bevisa till sist med induktionsbevis att 
formeln verkligen gäller.

a)	1 ∙ 6 + 2 ∙ 9 + 3 ∙ 12 + … + n(3n + 3)

b)	13 + 23 + 33 + … + n3

1

1528	 Summan av den aritmetiska talföljden 

2, 4, 6, 8, ... 2n

kan beräknas med formeln  sn = n(n + 1)

a)	� Visa att formeln gäller för  n = 1 
(induktionsbas).

b)	�Anta att formeln gäller för  n = p 
(induktionsantagandet) och visa att 
formeln då också gäller för  n = p + 1 
(induktionssteget).

1529	 2, 4, 8, …, 2n

a)	� Visa, med formeln för en geometrisk 
summa, att summan av talen i talföljden 
kan skrivas 2n +1 – 2.

b)	�Visa, med ett induktionsbevis, att 
formeln

	 2 + 4 + 8 + ... + 2n = 2n +1 – 2

	 gäller för  n = 1, 2, 3 …

1530	 a)	Beräkna några positiva heltals- 
	 exponenter av basen 6, dvs. beräkna 6n.

b)	Skriv ett påstående om slutsiffran  
	 i resultaten i a).

c)	 Bevisa ditt påstående med ett  
	 induktionsbevis.

1531	 Visa, med ett induktionsbevis, att formeln

3 + 9 + 15 + … + (6n – 3) = 3n2

gäller för alla n = 1, 2, 3, …

2

1532	 Bestäm  t så att formeln 

	 1 ∙ 2 + 2 ∙ 5 + 3 ∙ 8 + 4 ∙ 11 + ... +  
+ n(3n – 1) = n2 ∙  (n + t) 

 	 gäller för n = 1. 

Visa att formeln gäller med detta  t-värde  
för  n = 1, 2, 3, …

1533	 Visa med induktionsbevis att formeln 

3 + 32 + 33 + … + 3n = 3 3
2

1n � �

gäller för n = 1, 2, 3, ...
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	 1538	 Bevisa att 13 + 23 + 33 + … + n3 = (1 + 2 + 3 + … + n)2

1.    �För  n = 1 får vi VL = 13 = 1 och HL = 12 = 1 
VL = HL, dvs. formeln gäller för  n = 1.

2.   � Vi antar att formeln gäller för  n = p, alltså att 
 13 + 23 + 33 + … + p3 = (1 + 2 + 3 + …+ p)2

3.  � Vi visar att formeln i så fall gäller för n = p + 1, alltså att 
 13 + 23 + 33 + … + p3 + (p + 1)3 = (1 + 2 + 3 + …+ p + (p + 1))2

	   Vi skriver om HL med hjälp av kvadreringsregeln.

	   HL = (1 + 2 + 3 + …+ p)2 + 2(1 + 2 + 3 + … + p)(p + 1) + (p + 1)2

	   (1 + 2 + 3 + …+ p)2 = 13 + 23 + 33 + … + p3 enligt punkt 2.

	   2(1 + 2 + 3 + … + p) = 2 p p( )+ 1
2

 = p(p + 1)

	   HL = 13 + 23 + 33 + … + p3 + p(p + 1)(p + 1) + 1 ∙ (p + 1)2 =

	          = 13 + 23 + 33 + … + p3 + (p + 1)2(p + 1) =

	          = 13 + 23 + 33 + … + p3 + (p + 1)3 = VL

Av punkt 1–3 följer att formeln gäller för alla  n = 1, 2, 3, ...

V.S.B.

	 1539	 Visa att  an = 32n – 1 + 2n + 1 är delbart med 7 för  n = 1, 2, 3, …

1.   �För  n = 1 gäller  a1 = 32 ∙ 1 – 1 + 21 + 1 = 31 + 22 = 3 + 4 = 7

	   Påståendet är sant för  n = 1 eftersom 7 är delbart med 7. 

2.   Vi antar att påståendet är sant för  n = p, dvs. 

	    ap = 32p – 1 + 2p + 1 = 7k, där  k är ett heltal.

3.   Vi visar att påståendet i så fall är sant för  n = p + 1.

 	    ap + 1 = 32(p + 1) – 1 + 2(p + 1) + 1 = 32p – 1 + 2 + 2p + 1 + 1 =

	             = 32 ∙ 32p – 1 + 2 ∙ 2p + 1 = 9 ∙ 32p – 1 + 2 ∙ 2p + 1 =

	             = 7 ∙ 32p – 1 + 2 ∙ 32p – 1 + 2 ∙ 2p + 1 =

	             = 7 ∙ 32p – 1 + 2(32p – 1 + 2p + 1) =

	             = 7 ∙ 32p – 1 + 2 ∙ 7k = 7(32p – 1 + 2k)
	  Detta betyder att  ap + 1 är delbart med 7. 

Av punkt 1–3 följer då att  an = 32n – 1 + 2n + 1 är delbart med 7  
för  n = 1, 2, 3, … 

V.S.V.	

Aritmetisk summa

Vi bryter ut (p + 1)2

Enligt antagandet i punkt 2.
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3

1544	 Visa att olikheten

a)	(1 + n)2 ≥ 1 + n2   
	 gäller för  n = 1, 2, 3, …

b)	n2 ≤ 2n gäller för  n = 4, 5, 6, …

1545	 Vi utgår från formeln

∑ k(k + 2) = n n n( )( )+ +1 2 7
6

a)	Visa att formeln gäller för  n = 1.

b)	Visa att formeln gäller för  n = 4.

c)	� Visa med induktion att formeln gäller 
för alla positiva heltal  n.

1546	 Bevisa med induktion att funktionen  
 y = xn, där  n är ett positivt heltal, har 
derivatan  y ¢ = nx n – 1.

1547	 Bevisa att 72 n – 1 + 17n  – 1 är delbart med 8  
för  n = 1, 2, 3, …

k = 1 

n

1

1540	 Visa med ett induktionsbevis att formeln

4 + 10 + … + (6n – 2) = n(3n + 1)

gäller för alla n = 1, 2, 3, …

2

1541	 Visa med ett induktionsbevis att formeln

1
1 3�

 + 1
3 5�

 + 1
5 7�

 + … +

+ 1
(2n – 1)(2n + 1)

 = n
2n + 1

gäller för alla  n = 1, 2, 3, …

1542	 Studera talföljden 12,  22,  32,  42, ...

a)	Skriv en formel för det  n:te talet.

b)	Skriv en formel för summan av de  
	 n första talen.

c)	� Visa med ett induktionsbevis att 
formeln gäller.

1543	 Använd induktion för att visa att

3|22n – 1  för alla positiva heltal  n.
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  1	 Talet 330 kan skrivas som en produkt  
av fyra primtal.

  2	 Det minsta positiva heltal som är delbart med 
8 och 30 är 240.

  3	 11011två  kan skrivas 1000tre.

  4	 Det finns tre primtal mellan 30 och 40.

  5	 ∑ (2k + 2)  och  ∑ (2n + 1)

	 beskriver summan av en och samma talföljd.

  6	 Ett heltal är delbart med 18 om siffersumman 
är delbar med 9 och talet är jämnt.

  7	 Talen –6 och 2 är kongruenta med  n  
om 8 är delbart med n.

  8	 I ett indirekt bevis utnyttjar vi att P  ⇒  Q är  
logiskt ekvivalent med ¬P  ⇒  ¬Q.

  9	 För alla värden på  n < 2 så är (n + 1)2 < 9.

k = 0 

3 4

n = 0 

Avgör om påståendena är sanna eller falska. Syftet är att utveckla förmågan 
att föra ett matematiskt resonemang. Motivera därför svaren med 
beräkningar och förklaringar. 

Arbeta gärna i par eller grupp.

Bild från 3b sidan 
248 så länge. MK 
har inte den.

10	 För två olika primtal är minsta gemensamma 
multipel lika med talens produkt.

11	 En talföljd beskrivs med rekursionsformeln  
an + 1 = an ∙ 5  där a1 = 5

Ett tal i talföljden kan också anges med den 
enkla formeln  an = 5n.

12	 1 + 2 + 3 + … + 100 ≡ 5  (mod 4)

13	 7|24 kan skrivas 24 = 7 ∙ k, där  k  är ett heltal.

14	 Talföljden   5   4   2   –1   –5 …

kan rekursivt definieras

a1 = 5  och  an + 1 = an – (n + 1)

15	 75 ≡ 2 ∙ 62  (mod 5)

16	 Summan av talen i en aritmetisk talföljd är sn.

En annan aritmetisk talföljd har samma första 
och sista tal men dubbelt så många antal tal.

Summan av den andra talföljden kommer att 
vara 2sn.
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Sammanfattning 1

Hela tal

De hela talen  ℤ = {…, –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3, …}
De positiva heltalen  ℤ+ = {1, 2, 3, 4, …}

Jämna och udda tal

Talteori handlar om heltalens egenskaper.
De hela talen  ℤ  kan delas in i jämna och udda tal. 
De jämna talen t.ex. 18, 0 och –6 kan alla skrivas 
2n, där  n ∈ ℤ.
De udda talen t.ex. 7, 1 och –15 kan alla skrivas 
2n + 1, där  n ∈ ℤ.

Primtal och sammansatta tal

De positiva heltalen  ℤ+ kan delas in i primtal och 
sammansatta tal samt talet 1.
Ett primtal är ett positivt heltal större än 1  
som är delbart bara med 1 och sig självt. 
Talet 1 räknas inte som ett primtal. 
De fem minsta primtalen är 2, 3, 5, 7 och 11.
Ett sammansatt tal är ett positivt heltal större än 
1 som inte är ett primtal. Ett sammansatt tal kan 
alltid skrivas som produkt av primtal på ett enda 
sätt bortsett från faktorernas ordning t.ex. 
48 = 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 3
60 = 2 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 5
Att 5 delar 60 kan skrivas 5|60.

Definition, sats och bevis

Ett matematiskt bevis är en övertygande 
argumentation för att ett matematiskt resultat  
ska accepteras som sant.

Ett matematiskt påstående kan vara sant eller falskt.

En definition av ett matematiskt begrepp, objekt 
eller en matematisk idé är en mycket precis 
beskrivning av begreppet/objektet/idén.

Grundläggande påståenden som accepteras utan 
bevis kallas axiom.

En sats i en matematisk teori är ett viktigt resultat 
som har bevisas med hjälp av definitioner, axiom 
och redan bevisade satser.

Direkt bevis

Om vi vill bevisa ett påstående med ett direkt 
bevis startar vi med en eller flera utgångspunkter.
Via ett logiskt resonemang, i ett eller flera steg, 
kommer vi fram till en slutsats om påståendet.

Motsägelsebevis

När vi, med ett motsägelsebevis, ska bevisa 
att påstående är sant så antar vi i stället att 
påståendet är falskt. Sedan visar vi att detta leder 
till en motsägelse.

Logiska symboler

Den enkelriktade pilen  ⇒  eller  ⇐  är en 
implikationspil. 
P  ⇒  Q utläses ”P medför Q” eller ”Om P gäller,  
så gäller Q”.
Den dubbelriktade pilen  ⇔  är en ekvivalenspil.
P  ⇔  Q utläses ”P är ekvivalent med Q” eller  
”P om och endast om Q”.
En ekvivalens innebär att  P  ⇒  Q och P  ⇐  Q, 
dvs. P  medför  Q  och Q  medför  P.

Indirekt bevis

I ett indirekt bevis kan vi bevisa påståendet  
P  ⇒  Q genom att i stället bevisa att  
¬Q  ⇒  ¬P.

Induktionsbevis

1.  �Visa att formeln gäller i enklast möjliga fall, 
t.ex. för  n = 1.

2.  Anta att formeln gäller för  n = p.
3.  �Visa att om formeln gäller för  n = p  så gäller 

den även för  n = p + 1.
Av punkt 1–3 följer att formeln gäller för alla 
positiva heltal n.
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Talföljder

En talföljd är en följd av tal i en bestämd ordning 
och ibland enligt en bestämd regel.
I en aritmetisk talföljd är differensen d mellan  
ett tal och det närmast föregående talet konstant. 
Om det första talet är  a1 kan det  n:te talet skrivas 
an = a1 + (n – 1) ∙ d.

Summan  sn = 
n a an� �( )1

2

I en geometrisk talföljd är kvoten  k  mellan ett tal 
och det närmast föregående talet konstant.  
Om det första talet är  a1 kan det  n:te talet skrivas 
an = a1 ∙ kn – 1

Summan  sn = a k
k

n

1
1
1

−
−

  (k ≠ 1)

Rekursiva talföljder

Ett sätt att definiera en talföljd är att ge ett 
startvärde och en rekursionsformel som anger  
hur nästa tal ska beräknas. 
Aritmetiska och geometriska talföljder kan 
beskrivas rekursivt men även explicit.

Summatecken

Ibland kan vi skriva en summa av termer med 
hjälp av summatecknet  ∑ (sigma).

T.ex.  1 + 3 + 5 + … + 29 + 31 =  ∑ (2k + 1)
15

k = 0 

Gemensam faktor, delare och multipel

Största gemensamma faktor till 48 och 60  
är 2 ∙ 2 ∙ 3 = 12. 
Detta kan skrivas SGF(48, 60) = 12.
Om SGF(a, b) = 1 så har talen  a  och  b  ingen 
gemensam faktor (utom 1). Talen  a  och  b  är då 
relativt prima.
Den största gemensamma faktorn är detsamma 
som den största gemensamma delaren, SGD. 

Vi får minsta multipel till talen 48 och 60  
om vi multiplicerar den största gemensamma 
faktorn 2 ∙ 2 ∙ 3 med de icke-gemensamma 
delarna 2 ∙ 2 och 5.
Detta tal 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 5 = 240 är  
minsta gemensamma multipel till 48 och 60.
Det kan skrivas MGM(48, 60) = 240.

Kongruens och modulo

34 ≡ 6  (mod 7)  betyder att 34 dividerat med  
7 ger resten 6.

a ≡ b (mod n)  betyder att  a  och  b  ger samma rest 
vid division med  n, dvs.  (a – b)|n.

17 ≡ 2 (mod 5) eftersom 17 – 2 = 15   
är delbart med 5

Räkning med kongruenser
21 + 62 ≡ 1 + 2 = 3  (mod 4)
21 · 62 ≡ 1 · 2 = 2  (mod 4)
622 ≡ 22 = 4 ≡ 0  (mod 4)

Tal i olika talbaser

2304tio  = 2 ∙ 103 + 3 ∙ 102 + 0 ∙ 101 + 4 ∙ 100

2304fem = 2 ∙ 53 + 3 ∙ 52 + 0 ∙ 51 + 4 ∙ 50 = 

		     = 2 ∙ 125 + 3 ∙ 25 + 0 ∙ 5 + 4 ∙ 1 = 329tio

10010två = 1 ∙ 24 + 0 ∙ 23 + 0 ∙ 22 + 1 ∙ 21 + 0 ∙ 20 =
		      = 1 ∙ 16 + 0 ∙ 8 + 0 ∙ 4 + 1 ∙ 2 + 0 ∙ 1 =  
		      = 18tio
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Delkapitel BEGREPP   PROCEDUR

1.1 �Matematiska 
bevis 

Definition och påstående

Direkt bevis

Implikation och ekvivalens

•	genomföra direkta bevis 

•	använda implikations- och 
ekvivalenspilar.

1.2 Talteori I Jämna och udda tal 

Delbarhet

Primtal och sammansatt tal

SGF, största gemensamma 
faktorn

MGM, minsta gemensamma 
multipeln

•	använda delbarhetsreglerna

•	avgöra om ett tal är ett primtal samt 
primtalsfaktorisera sammansatta tal

•	bestämma SGF och MGM till två tal.

1.3 Talteori II Modulo och kongruens

Talbaser och binära talsystemet

•	använda räknelagar för kongruenser

•	skriva tal med olika baser.

1.4 Talföljder Talföljd och element

Aritmetisk och geometrisk 
talföljd och summa

Rekursionsformel

•	beräkna det n:te elementet i en talföljd

•	beräkna summan av en aritmetisk och 
en geometrisk talföljd

•	använda och tolka summatecknet

•	beskriva en talföljd, i de fall det är 
möjligt, med en rekursionsformel  
och/eller en explicit (sluten) formel.

1.5 �Mer om mate- 
matiska bevis

Motsägelsebevis

Induktionsbevis

Indirekt bevis

•	förstå principen för och kunna utföra 
ett  motsägelsebevis

•	förstå principen för och kunna utföra 
ett indirekt bevis

•	förstå principen för och kunna utföra 
ett  induktionsbevis.
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1.1 Matematiska bevis

  1	 Placera rätt pil,  ⇒ ,  ⇐  eller  ⇔  i rutan. 
Motivera ditt svar.

a)	3x + 7 = x – 1    2x = –8

b)	x > 0    2x – 6 = 0

  2	 P:  �Den ena faktorn är ett jämnt tal och den 
andra faktorn är ett udda tal.

Q:  Produkten är ett jämnt tal.

a)	Bevisa med ett direkt bevis att  P  ⇒ Q

b)	�Visa med ett motexempel att  Q  ⇒ P   
är falskt.

1.2 Talteori I 

  3	 Visa hur man kan faktorisera talet 3 060  
i primtalsfaktorer med hjälp av delbarhetsregler.

  4	 Sant eller falskt? Motivera ditt svar.

a)	23|575					     b)	17341

  5	 Bestäm största gemensamma faktor (SGF) och 
minsta gemensamma multipel (MGM) till

a)	128 och 152			   b)	66 och 325

  6	 Kan du finna två positiva heltal  a  och  b  så att

SGF(a, b) = 12  och  MGM(a, b) = 360?

1.3 Talteori II 

  7	 Sant eller falskt? Motivera ditt svar.

a)	14 ≡ 28  (mod 12)	 b) 16 + 82 ≡ 2  (mod 4)

  8	 Förenkla, dvs. skriv på formen a  (mod c)

a)	84 + 42 + 24  (mod 8)

b)	45 ∙ 2 096  (mod 7)

c)	 4128  (mod 3)

  9	 Bestäm de tre minsta positiva heltals-
lösningarna till ekvationen  x ≡ 4  (mod 13).

10	 a)	Skriv 101101två med basen 10.

b)	Skriv 432fem med basen 10.

c)	 Skriv 100tio med basen 8.

1.4 Talföljder 

11	 En talföljd definieras av an = 2 + 4(n – 1).

a)	Ange de fyra första elementen i talföljden.

b)	Skriv en rekursionsformel till talföljden.

12	 Hur många av elementen är mindre än 500

a)	� i den aritmetiska talföljden 
5  12  19  26  …

b)	i den geometriska talföljden

	
6
5    

6
5

2
�
�
�

�
�
�  

6
5

3
�
�
�

�
�
�  

6
5

4
�
�
�

�
�
�  …?

13	 Skriv ut och beräkna summan

	 a) 	  ∑ (4k + 1)				   b)  ∑ (4k – 1)

14	 De fyra första elementen i en geometrisk 
talföljd är 5, 15, 45 och 135. 

Skriv till denna talföljd en

a)	explicit formel		  b)	rekursionsformel.

15	 Beräkna summan av de tio första talen i den 
aritmetiska talföljden 

an = 2 + 2n, n = 1, 2, 3 … 

1.5 Mer om matematiska bevis

16	 Visa med ett motsägelsebevis att  x ≥ 3  
om 2x + 3 ≥ 9.

17	 Bevisa med induktionsbevis att formeln 
gäller för alla positiva heltal  n.

1 ∙ 4 + 2 ∙ 7 + 3 ∙ 10 + … + n(3n + 1) =  
= n(n + 1)2

6

k = 1 

8

k = 1 
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Utan digitala verktyg1

  1	 Skriv talet 84 som en produkt av primtal.

  2	 Bestäm den största gemensamma delaren  
till 42 och 90.

  3	 Beräkna  ∑ (15 – 2k)

  4	 Bestäm det minsta positiva talet a   
för vilket 21 ≡ a  (mod 8).

  5	 Skriv talet

a)	2013fem i decimal form (bas tio)

b)	75tio i binär form (bas två)

c)	 99tio i hexadecimal form (bas sexton).

  6	 Utgå från talföljden  an = 6n – 1 där  n  
är ett positivt heltal. 

a)	� Bestäm de åtta första talen i talföljden och 
ange vilket/vilka av dessa som är primtal 
respektive sammansatta tal.

b)	�Vilket ordningsnummer n har det andra 
sammansatta talet i följden?

c)	� Två av talen a12, a13 och a14 är primtal.  
Vilka två?

  7	 En talföljd definieras rekursivt  
på följande sätt:

an + 1 = an + 3(n + 1) 

där a1 = 2  och  n = 1, 2, 3, ... 

Bestäm  a3.

  8	 Förklara med egna ord och ett eget exempel 
vad som menas med

a)	a|b

b)	SGF(a, b) 

c)	 MGM(a, b) 

d)	a ≡ b  (mod n)

5

k = 2 

  9	 Bevisa, med ett direkt bevis, att differensen 
mellan två udda tal är ett jämnt tal.

10	 I ekvationen  m = 4k + 2 är  k  ett heltal.

a)	Visa att  m2 – 2  inte är delbart med 4.

b)	Visa att  m2 – 4 är delbart med 8.

11	 a)	� Är talföljden 2,  4,  8,  16, … aritmetisk 
eller geometrisk?  
Motivera ditt svar.

b)	Bestäm en rekursionsformel för talföljden.

c)	 Talet 4 096 kan skrivas 212

	 Beräkna summan 
	 2 + 4 + 8 + 16 + … + 4 096

12	 Visa med hjälp av räknelagar att 

a)	88 · 75 ≡ 3  (mod 9)

b)	86 · 78 ≡ 4  (mod 6)

c)	 94 + (–6)4 ≡ 3  (mod 7)

13	 Bestäm en rekursionsformel för talföljden  
1,  4,  10,  22,  46,  …

14	 I ekvationen  a = 2n + 1  är  n  ett positivt 
heltal. 

Undersök om 3|a2 – 3.

Motivera ditt svar.

15	 Visa med ett motsägelsebevis att 
1

1 2+ x
 ≤ 1 

för alla värden på  x.

16	 P:  x ≥ 2  och  Q:  2x + 3 ≥ 7

a)	Skriv ¬P och ¬Q med symboler.

b)	Bevisa med ett indirekt bevis att P  ⇒  Q.

17	 Bevisa att  x ≥ 3  ger  6(x + 1) ≥ 24 med ett

a)	direkt bevis			   b)	indirekt bevis.
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2

18	 Låt  p  och  q  vara två olika primtal och bestäm

a)	SGF(2p, 6q)			   b)	MGM(2p, 6q)

19	 Skriv en formel för summan utan att använda 
summatecknet

a)	∑ 2k 		 				    b)	∑ (–1)k	

20	 Vilken är basen  b?

a)	100b = 11001två			   b)	344fem = 201b

21	 Skriv 225  (mod 5) på formen  a  (mod c)  
där  0 ≤ a < c.

22	 Tal i Fibonaccis talföljd förekommer t.ex. 
i spiralmönstret hos vissa blommor. Talen 
i talföljden definieras med

an = an – 1 + an – 2      a0 = 1  och  a1 = 1

a)	Ange de sju första talen i talföljden.

b)	Använd induktion för att visa att

	  ∑  ak = an + 2 – 1	  n ≥ 0

k = 1 

n

k = 1 

n

k = 0 

n

23	 Visa att Pythagoras ekvation  x2 + y2 = z2  
har oändligt många jämna heltalslösningar, 
dvs. lösningar där  x,  y  och  z  alla är jämna tal.

24	 Visa att

a)	4|(1 200 + a) om  a  är delbart med 4

b)	6  3k  om  k  är ett udda tal.

3

25	 Bevisa att om 4 är en delare till  (a – 1),  
så är 4 också en delare till  a2 + 3.

26	 Använd induktion för att visa att 

∑    k
k 1

 ≤ 
n

n

2

1+   där  n = 1, 2, 3, …

27	 Bevisa att om  n3 är ett udda heltal så är  n  
ett udda heltal.

x

y

z

k = 1 

n
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28	 Beräkna modulärt och svara med minsta 
möjliga positiva heltal.

a)	27 + 58 (mod 4)

b)	83 + 29 (mod 9)

c)	 209 – 56 (mod 9)

d)	266 – 86 (mod 13)

29	 En talföljd definieras rekursivt på följande 
sätt:
an + 1 = 3an + 1

Summan av det första och andra elementet 
är 229.

a)	Bestäm det första elementet i talföljden.

b)	�Visa att 1 575 inte är ett element i talföljden.

30	 Ett heltal  N kallas perfekt om summan  
av dess delare (1 inräknad, men inte  N)  
är lika med  N.

a)	Vilka divisorer har talet 6?

b)	�Beräkna summan av delarna (utom 6)  
till talet 6.

c)	 Är talet 6 ett perfekt tal?

d)	�Är något av talen 28, 342 och 496 perfekta?  
Motivera.

31	 I en talföljd är det första talet 5 och det tredje 
talet 125.

Ange det andra talet om talföljden är

a)	aritmetisk				    b)	geometrisk?

32	 Hur många element ingår i talföljden

a)	� 2,  6,  18,  54, …   om summan av talen  
i talföljden är 1 594 322

b)	�2,  6,  10,  14, …    om summan av talen  
i talföljden är 12 800?   

33	 Det finns två primtal  p  i intervallet  
170 < p < 180.

Vilka två?

2

34	 Även tal mindre än noll kan skrivas i 
talsystem med olika baser. 

Vilket tal i tiosystemet motsvaras av det 
binära talet 0,101?

35	 En klocka som visar 24 h saktar sig fem 
minuter per timme.

Hur ofta visar den rätt tid?

36	 Vi utgår från formeln  an = n2 – n + 41.

a)	� Visa att formeln ger primtal då  
n = 1, 2, 3, … 9, 10.

b)	�Visa med ett motexempel att påståendet 
att formeln alltid ger primtal för  
n = 1, 2, 3, … är falsk.

37	 Visa med ett induktionsbevis att formeln

10 + 14 + 18 + … + (6 + 4n) = 2n(n + 4)

gäller för  n = 1, 2, 3, …

38	 	

�Varje kloss har en höjd och bredd som är 80 % 
av den intill. 

a)	� Hur många klossar har vi om den första är 
20 cm och den minsta 4,2 cm hög?

b)	�Hur hög blir stapeln om vi ställer klossarna  
i uppgift a) på varandra?

c)	� Undersök hur hög stapeln blir, beroende 
på hur många klossar vi har och hur hög 
den första klossen är.

. . .
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39	 I en sexhörning kan man dra nio diagonaler.

a)	� Rita en fyr-, en fem- och en sjuhörning. 
Hur många diagonaler kan du dra i  
respektive figur?

b)	�Hur många diagonaler kan man dra  
i en 10-hörning?

c)	� Bestäm en explicit formel för antalet 
diagonaler i en n-hörning.

d)	�Bestäm en rekursionsformel för antalet 
diagonaler i en n-hörning.

40	 I den geometriska talföljden  t1, t2, t3, ...

gäller att  t4 + t5 = 3  och  t9 + t10 = 9 375.

Bestäm talföljden.

3

41	 För omkring 2 500 år sedan konstruerade 
greken Zenon ett förbryllande problem.

Akilles tävlade i löpning med en sköldpadda 
som fått ett försprång på 100 m. Trots att 
Akilles sprang 10 m/s och sköldpaddan  
bara kröp 1 m/s, påstod Zenon att Akilles 
aldrig hann ifatt sköldpaddan! Det tar  
10 s för Akilles att springa 100 m, men då  
har hunnit 10 m. För att springa dessa  
10 m behöver Akilles 1 s, men då har sköld-
paddan hunnit 1 m osv.

Hur förklarar vi denna paradox?

Den tid det tar för Akilles att hinna ifatt 
sköldpaddan kan uttryckas med en talföljd.

a)	Ange denna talföljd.

b)	Ange talföljdens summa i exakt form.

42	 a)	Visa att (a – b)|(a2 – b2) gäller för några  
	 positiva heltal a och b.

b)	�Visa att (a – b)|(a3 – b3) gäller för några  
positiva heltal a och b.

c)	� Visa med induktion att (a – b)|(an – bn) 
gäller när  a, b  och  n är positiva heltal.


